Chapitre 13

Recursivite

13.1 La notion de recursivité

13.1.1 La cecomposition en sous-proldmes

Le processus d'analyse permet de décomposer un problereeus-problémes “plus simples”.
A leur tour, ces sous-problemes seront décomposés’fusgquniveau d’opérations “élémentaires”,
faciles a réaliser.

Exemple : afficher un rapport avec les éleves d’une classe, grop@éls note obtenue a un examen,
en ordre décroissant des notes et en ordre alphabétigueipaque note.

Une décomposition possible de ce probleme en sousqras
— introduction des données (noms des éléves et notes)
— tri des éléves en ordre décroissant des notes
— pour chague note obtenue, en ordre décroissant, répéte
extraction des noms d’éleves qui ont obtenu cette note
calcul du nombre d’éleves qui ont obtenu cette note
tri de ces éleves en ordre alphabétique
affichage de la note, du nombre d’éléves qui ont cette etales noms de ces éléves
Chacun de ces sous-problemes pourra étre decomposétéus en sous-sous-problemes, etc. En
programmation, la décomposition en sous-problemesespand au découpage d’'un programme en
sous-programmes ; a chaque sous-probleme correspondisipsigramme.
La décomposition ci-dessus dédtitigorithme de résolution du probleme en utilisant I'appel aux
sous-programmes gui traitent les sous-problemes.

13.1.2 [Ecomposition ecursive

Dans certains cas, le sous-probléme est une illustratigorabléme initial, mais pour un cas “plus
simple”. Par conséquerlg solution du probdme s’exprime par rappo# elle-néme! On appelle ce
phénomeneécursivité.

Exemple : calcul de la factorielle d’'une valeur entiere positivgn!=1*2* ... * n)

Mais,n!=(1*2*....*(n-1)) * n,doncn! =(n-1)! *n.

Pour calculer la valeur de!, il suffit donc de savoir calculem{l) ! et ensuite de multiplier cette
valeur pam. Le sous-probleme du calcul de-()! est le mé&me que le probleme initial, mais pour un
cas “plus simple”, can — 1 < n.
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2 CHAPITRE 13. FECURSIVITE

Conclusion : le probleme a été réduit a lui-méme, mais pour un cas gimple.

En programmation, le sous-programme qui traite le probl&ait un appel a lui-méme (!) pour
traiter le cas plus simple, ce qui revient a un appel avepdezmetres differents (“plus simples”). On
appelle celain appel Ecursit

La fonctionf act ori el | e aura alors la forme suivante :

Listing 13.1 - (lien vers le code brut)

int factorielle (int n){
int sousresultat = factorielle (n1); //appel recursif
int resultat = sousresultat x n;
return resultat;

}

Remarque tres importante : un appel récursif peut produire lui-méme un autre appelrsif, etc,
ce qui peut mener a une suite infinie d’appels. En I'occugela fonction ci-dessusst incor-
recte Il faut arréter la suite d’appels au moment ou le soudiproe peut étre résolu directe-
ment. Dans la fonction précédente, il faut s’arrétergas faire d’appel récursif) si = 1, car
dans ce cas on connait le résultat (1! = 1).

Conclusion : dans tout sous-programmeecursif il faut une condition d’arrét.

La version correcte de la fonctidract ori el | e est la suivante :

Listing 13.2 - (lien vers le code brut)

int factorielle (int n){
int resultat;
if (n==1) resultat = 1;

else {
int sousresultat = factorielle (mr1); //appel recursif
resultat = sousresultat x n;

}

return resultat;

Remarque : la fonction factorielle peut étre écrite d’'une maniehespcompacte, mais nous avons
préféré cette version pour mieux illustrer les sectimmgantes. Normalement, on n'a pas besoin
des variables locales et on peut écrire directement :

Listing 13.3 - (lien vers le code brut)
int factorielle (int n){
if (n==1) return 1;
else return factorielle (n-1) *x n;

Remarque : I'existence d’une condition d’arrét ne signifie pas quejiial récursif s'arréte grace a
celle-ci. Prenons I'exemple de I'apdehct ori el | e( - 1) : cela produit un appelfaact ori el | e(-2),
qui produit un appel dactori el | e(-3), etc. La condition d’arrétr{=1) n’est jamais at-
teinte et on obtient une suite infinie d’appels.
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Conclusion : dans un sous-programme récurgifaut s’assurer que la condition d’a@t est atteinte
apres un nombre fini d’appels

Remarque : la condition d’'arrét doit &tre choisie avec soin. Elletdmrrespondre en principe au
cas “le plus simple” qu’on veut traiter, sinon certains casseront pas couverts par le sous-
programme. Dans notre cas, la fonctioact ori el | e ne sait pas traiter le cas=0, qui est
pourtant bien défini (0! = 1) et qui respecte la relation deathposition récursive (1! =0!*
1).

Le programme complet qui utilise la fonctidract ori el | e, modifiée pour tenir compte des
remarques ci-dessus, est le suivant :

Listing 13.4 - (lien vers le code brut)

public class TestFactoriellq
static int factorielle (int n){
int resultat;
if (n<0) throw new MauvaisParametre ();
else if(n==0) resultat = 1;

else {
int sousresultat = factorielle (mr1); //appel recursif
resultat = sousresultat x n;
}
return resultat;
}
public static void main(String[] args]
Terminal . ecrireString ("Entreaun_.entier.positif.:.");
int x = Terminal.lirelnt ();
Terminal . ecrireStringln(x + "l=." + factorielle(x));
}

}

class MauvaisParametreextends Error{}

13.1.3 Recursivité directe et indirecte

Quand un sous-programme fait appel a lui méme, comme d@aoasl de la factorielle, on ap-
pelle celarécursivig directe Parfois, il est possible qu'un sous-programrhéasse appel a un sous-
programmeB, qui lui méme fait appel au sous-programmeDonc I'appel qui part ded atteint de
nouveauA apres étre passé par. On appelle celaécursivig indirecte(en fait, la suite d’appels qui
part deA peut passer par plusieurs autres sous-programmes avamtat'ae nouveau ai !).

Exemple : un exemple simple de récursivité indirecte est la définitécursive des nombres pairs et
impairs. Un nombre: positif est pair sin-1 est impair; un nombre positif est impair sin-1
est pair. Les conditions d’'arrét sont données par lesuwsite=0, qui est paire ek=1, qui est
impaire.

Voici le programme complet qui traite ce probleme :

Listing 13.5 - (lien vers le code brut)

public class TestPairimpaif
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static boolean pair(int n){
if (n<0) throw new MauvaisParametre ();
else if(n==0) return true ;
else if(n==1) return false;
else return impair(n—1);

}

static boolean impair(int n){
if (n<0) throw new MauvaisParametre ();
else if(n==0) return false;
else if(n==1) return true ;
else return pair(n-1);

}

public static void main(String[] args]
Terminal . ecrireString ("Entreaun_.entier.positif.:.");
int x = Terminal.lirelnt ();
if (pair(x)) Terminal.ecrireStringln ("nombrepair”);
else Terminal. ecrireStringln ("nombreimpair”);
}
}

class MauvaisParametreextends Error{}

La récursivité indirecte est produite par les fonctigas r eti npai r : pai r appellei npai r
eti nmpai r appelle a son toypai r .
Un autre exemple, qui combine les deux types de récuesiedt présenté ci-dessous :
Exemple : calculer les suites de valeurs données par les relatioverses :
Xo =1, % = 2%n—1 + Xn—1
Yo = -1 » Yn= Z*Xn—l +Yn-1
Les fonctions récursives qui calculent les valeurs degsuiety sont présentées ci-dessous. On
retrouve dans chaque fonction a la fois de la récursiitécte & fait appel ax ety ay) et de la
récursivité indirecteX fait appel ay, qui fait appel &, etc). L'exemple ne traite pas les situations de
mauvaises valeurs de parametres (gad 0).

Listing 13.6 - (lien vers le code brut)

int x (int n){
if (n==0) return 1;
else return 2xy(n—-1) + x(n-1);

}

int y (int n){
if (n==0) return -1;
else return 2xx(n—-1) + y(n-1);

13.2 Evaluation d’un appel recursif

Comment est-il possible d'appeler un sous-programme priiodi@ celui-ci est en train de s’exécuter ?
Comment se fait-il que les données gérées par cesdifféappels du méme sous-programme ne se
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“mélangent” pas ? Pour répondre a ces questions il faaliatd comprendre le modéle de mémoire
dans I'exécution des sous-programmes en Java.
13.2.1 Mockle de nemoire

Chaque sous-programme Java (le programme principal “naaissi) utilise une zone de mémoire
pour stockeses pararatreset ses variables locale®e plus, une fonction réserve aussi dans sa zone
de mémoire une place pour le résultat retourné. Prenomsgxemple la fonction suivante :

Listing 13.7 - (lien vers le code brut)

boolean exemple (nt x, double y){
int [] t = new int[3];
char c;

La zone de mémoire occupée par cette fonction est idesiens la figurie13.1

exemple
XL
yL |
tLT T ]
¢[]

return D

FiG. 13.1 — Zone de mémoire occupée par la foncéamenpl e

L'allocation de cette zone de mémoire se faitmoment de I'appel du sous-programrdens une
zone de mémoire spéciale du programme, appgdde. Les zones de mémoire des sous-programmes
sont empilées suivant I'ordre des appels et dépiléesaiie le sous-programme se termine. Par
conséquent, la zone de mémoire d'un sous-programmesteephysiquemengue pendant que le
sous-programme est en cours ddextion

Supposons que le programme principal qui appelle la fonai@mple a la forme suivante :

Listing 13.8 - (lien vers le code brut)

public class Principal{

static boolean exemple (nt x, double y){ ... }
public static void main(String[] args]

double x;

int n;

boolean c;

Le contenu de la pile pendant I'appel de la foncteorenpl e est présenté dans la figure-13.2.
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main exemple

X[ ] X[] empilement
V] v - CTPEEMER,
¢l tCT 1] dépilement
C
returnD

FiG. 13.2 — La pile pendant I'appel de fonctiexenpl e

Avant I'appel, tout comme apres la fin de I'exécution dediadtionexenpl e, la pile ne contient
que la zone demai n. La place libérée paexenpl e sera occupée par un éventuel appel ultérieur
d’un autre sous-programme (peut-étre mé&menpl e, s'il est appelé plusieurs fois pami n!).

Remarque : Il y a une séparation nette entre les variables locales iffiésemts sous-programmes,
car elles occupent des zones de mémoire distinetese€ variables:, y etc).

Conclusion : la pile contient a un moment donné les zones de mémoiredehainement de sous-
programmes en cours d’exécution, qui part du programnmeipial.

13.2.2 [eroulement des appels&cursifs

Dans le cas des programmes récursifs, la pile est rempligapael d’'un méme sous-programme
(qui s’appelle soi-méme). Prenons le cas du calcdl@et ori el | e( 2) : le programme principal
appellef actori el | e(2),quiappelle actoriell e(1),quiappelle actorielle(0),qui
peut calculer sa valeur de retour sans autre appel réeduasigleur retournée péact ori el | e( 0)
permet af actori el | e(1) de calculer son résultat, ce qui permetact ori el | e(2) d'en
calculer le sien et de le retourner au programme principal.

L'enchainement des appels et des calculs est illustré dafigurd 13.B.

main factorlelIe(;)/\Iactorlelle(l /\Lgctonelle(O)
X n[2] n n[ o]

sous_resultaf 1] sous_resulta- sous_resultaf |

resultat resultat resultat
return return return

7 ) )

FiG. 13.3 — Enchainement des appels récursifs pawt ori el | e( 2)

Chaque instance deact or i el | e récupere le résultat de I'appel récursif suivant danstiable
sous_resul t at, ce qui lui permet de calculer resultat et de le retournemsagppelant.

13.3 Comment concevoir un sous-programmegcursif ?

Dans I'ecriture des programmes récursifs on retrouveegiement les étapes suivantes :
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1. Trouver une écomposition &cursive du proldime

(a) Trouver I'element de récursivité qui permet de wigfies cas plus simplegx une valeur
numeérique qui décroit, une taille de données qui dijnu

(b) Exprimer la solution dans le cas général en fonctiolad®lution pour le cas plus simple.

2. Trouver la condition d’arét de Ecursivié et la solution dans ce cas
— Verifier que la condition d’arrét est atteinte aprés ambre fini d’appels récursifs dans tous
les cas

3. Reéunir les dewétapes pecedentes dans un seul programme

Exemple : calcul du nombre d'occurrencesd’un caractere donnédans une chaine de caracteres
données.

sl

cl

FiG. 13.4 — Décomposition récursive d’'une chaten un premier caracterel et le reste de la
chaines1

1. Décomposition récursive

(a) Elément de récursivité : la chaine, dont la taillmidiue. Le cas “plus simple” est la chaine
sans son premier caractére (notonsdlp- voir la figure[I34.

(b) Soitnl le nombre d’'occurrences dedanss1 (la solution du probleme plus simple).
Soitcl le premier caractere de la chaine initiale
Sicl = ¢, alors le résultat est = nl1 4 1, sinonn = nl.

2. Condition d’arrét : sk="" (la chaine vide) alorg: = 0.
La condition d'arrét est toujours atteinte, car touteiohad une longueur positive et en dimi-
nuant de 1 la taille a chaque appel récursif on arrivediorent a la taille O.

3. La fonction sera donc la suivante :

Listing 13.9 - (lien vers le code brut)

1 int nbOccurrences c¢har c, String s)

2 if (s.length() == 0)return 0; //condition d’arret: chaine vide

3 else{

4 int sousresultat = nbOccurrences(c, s.substring(l, s.lengthl));
5 if (s.charAt(0) == c)return 1 + sousresultat;

6 else return sousresultat;

7}

8 }

13.3.1 Sous-programmesécursifs qui ne retournent pas de ésultat

Les exemples précédents de récursivité sontcdésils Ecursifs représentés par des fonctions
qui retournent le résultat de ce calcul. La décompositiEgursive montre comment le résultat du
calcul dans le cas “plus simple” sert a obtenir le résuilte.
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La relation entre la solution du probléme et la solution ds ‘plus simple” est donane relation
de calcul(entre valeurs).

Toutefois, dans certains cas le probleme ne consiste pas&adcul, mais en unaction recursive
sur les données (affichage, modification de la valeur). ansas, I'action dans le cas “plus sim-
ple” représente une partie de I'action a réaliser darsategénéral. Il s'agit donc d’'urnelation de
composition entre actions

Exemple : affichage des éléments d’'un tabldagn ordre inverse a celui du tableau.

Cet exemple permet d'illustrer aussi la méthode typiqudé&mmposer récursivement un tableau
Java. La difference entre un tableau et une chaine detésracen Java est qu’on ne dispose pas
de fonctions d’extraction de sous-tableaux (comme la atitkubst r i ng pour les chaines de ca-
racteres). On peut programmer soi-méme une telle famatiais souvent on peut éviter cela, comme
expliqué ci-dessous.

La méthode la plus simple est de considérer comme éledeenécursivité non pas le tableau,
maisl’indice du dernierélément du tableatAinsi, le cas “plus simple” sera non pas un sous-tableau,
mais un indice de dernier element plus petit - voir la fidIBed.

n-1 n

FiG. 13.5 — Décomposition récursive d’un tablgaen utlisant I'indicen du dernier élément

1. Décomposition récursive

(@) Element de récursivité : I'indice du dernier éléement du tableau
Le cas “plus simple” est I'indice du dernier élémentl, ce qui correspond au tableau
sans son dernier élément.

(b) L'action pour le tableaw est decomposée de la maniére suivante :
1. Affichage de(n)
2. Affichage récursif pout sans le dernier élément.

2. Condition d'arrét : siz= 0 (un seul élément dang alors I'action est d’afficher cet élément

(t(0)).
La condition d’'arrét est toujours atteinte, car tout table au moins un élément, donc>= 0.
En diminuantn de 1 a chaque appel récursif, on arrive forcément a keuwd.

3. La fonction sera donc la suivante :

Listing 13.10 - (lien vers le code brht)

void affichagelnverseint[] t, int n){
if (n==0) Terminal.ecrirelntin(t(0));//condition d’arret: un seul element
else{
Terminal . ecrirelntln(t(n));
affichagelnverse (t, al);

}
}

~No ok WN B
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13.4 Recursivité et iteration

Par I'appel répété d’'un méme sous-programme, la sddté permet de réaliser des traitements
répétitifs. Jusqu'ici, pour réaliser des répétisamus avons utiliskes boucles (#ration). Suivant le
type de probleme, la solution s’exprime plus naturellenpam récursivité ou par itération. Souvent il
est aussi simple d'exprimer les deux types de solution.

Exemple : la solution itérative pour le calcul du nombre d’occurremd’un caractere dans une chaine
est comparable en termes de simplicité avec la soluticurséve.

Listing 13.11 - (lien vers le code brht)

int nbOccurrences c¢har ¢, String sY)
int accu = O0;
for (int i=0; i<s.length(); i++)
if (s.charAt(i)==c) accu++;
return accu;

}

En principe tout programme récursif peut étre écritéé de boucles (par itération), sans récursivité.
Inversement, chaque type de boucle (while, do...whilg, geut étre simulé par récursivité. Il s’agit
en fait de deux manieres de programmer difféerentes.ddtifune ou I'autre est souvent une question
de godt et de style de programmation - cependant chacunes’ggérer mieux adaptée que l'autre a
certaines classes de problemes.

13.4.1 Utilisation de I'itération

Un avantage important de l'itération d'fficacite. Un programme qui utilise des boucles décrit
précisément chaque action a réaliser - ce style de anugpation est appelepératif ou procédural
Le code compilé d'un tel programme est une image assee fitdgd actions décrites par le programme,
traduites en code machine. Les choses sont differentasupqurogramme récursif.

Conclusion : si on recherche I'efficacité (une exécution rapide) etrtgpamme peut &tre écrit sans
trop de difficultés en style itératif, on préféereradtiation.

13.4.2 Utilisation de la ecursivité

L'avantage de la récursivité est qu'elle se situe aiveau d'abstraction sugrieur par rapport a
I'itération. Une solution récursive décrit commentadér la solution a partir d’'un cas plus simple - ce
style de programmation est appekclaratif. Au lieu de préciser chague action a réaliser, on déerit
gu’on veut obtenir - c’est ensuite au systeme de réakeseattions nécessaires pour obtenir le résultat
demandé.

Souvent la solution récursive d’un probléme glsis intuitiveque celle itérative et le programme
a écrire esplus courtet plus lisible Néanmoins, quelqu’un habitué aux boucles et au styl&iat
peut avoir des difficultés a utiliser la récursivitér edle correspond a un type de raisonnement parti-
culier.

Le style déclaratif produit souvent du code moins efficaae entre le programme descriptif et le
code compilé il y a un espace d'interprétation rempli gasysteme, difficile a optimiser dans tous
les cas. Cependant, les langages déclaratifs offrent mfortanettement supérieur au programmeur
(comparez SQL avec un langage de bases de données aveeamgistrement par enregistrement).
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Dans le cas précis de la récursivite, celle-ci est maifisage que l'itération, car la répétition est
réalisée par des appels successifs de fonctions, cetqlussent que I'incrémentation d’'un compteur
de boucle.

Dans les langages (comme Java) qui offrent a la fois dittén et la récursivité, on va préférer la
récursivité surtout dans les situations ou la soluttéretive est difficile a obtenir, par exemple :

— siles structures de données manipulées sont réecsiigixdes arbres).

— si le raisonnement lui méme est récursif.

13.4.3 Exemple de raisonnementécursif : les tours de Hanoi

Un exemple trés connu de raisonnement récursif appdaat le probleme des tours de Hanoi. Il
s'agit den disques de tailles differentes, trouées au centre, quigrg étre empilés sur trois piliers.
Au début, tous les disques sont empilés sur le pilier delygauen ordre croissant de la taille, comme
dans la figure suivante. Le but du jeu est de déplacer lesigisgn par un pour reconstituer la tour
initiale sur le pilier de droite. Il y a deux régles :

1. on peut seulement déplacer un disque qui se trouve au sbdinme pile (non couvert par un
autre disque) ;

2. un disque ne doit jamais étre placé sur un autre plut peti
Le jeu est illustré dans la figuke_IB.6.

FiG. 13.6 — Les tours de Hanoi

La solution s’exprime trés facilement par récursivitin veut déplacer une tour dedisques du
pilier de gauche vers le pilier de droite, en utilisant légpilu milieu comme position intermédiaire.

1. Il faut d'abord déplacer vers le pilier du milieu la toug d-1 disques du dessus du pilier de
gauche (en utilisant le pilier de droite comme intermédijai

2. Il reste sur le pilier de gauche seul le grand disque ada.lan déplace ce disque sur le pilier
de droite.

3. Enfin on déplace la tour de1 disques du pilier du milieu vers le pilier de droite, assles du
grand disque déja placé (en utilisant le pilier de gawmdrame intermédiaire).

La procédure réecursiviepl aceTour réalise cet algorithme et utilise la procéddepl aceUnDi sque
pour afficher le déplacement de chaque disque individuel.

Remarque : |l est difficile d’écrire un algorithme itératif pour ceqlsleme. Essayez comme exercice
d’écrire le méme programme avec des boucles!

Listing 13.12 - (lien vers le code brht)

public class Hanoi{
static void deplaceUnDisque (String source, String de§t)
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Terminal . ecrireStringln (source +.~."

}

static void deplaceTour {nt

if (taille==1) deplaceUnDisque(source ,
else{

deplaceTour(taille-1, source,

}
}

taille , String source,

deplaceUnDisque(source, dest);
deplaceTour(taille-1, interm, dest,

public static void main(String[] args]
Terminal . ecrireString ("Combierde_disques.?.");
= Terminal.lirelnt ();

int n
deplaceTour(n,

}
}

+ dest);

dest);

interm , dest);

source);

"gauche”, "droite”, "milieu”);

String dest,

11

String

L'exécution de ce programme produit le résultat suivant :

% j ava Hanoi

Conbi en de di sques ? 3

gauche
gauche
droite
gauche
mlieu
mlieu
gauche

droite
milieu
milieu
droite
gauche
droite
droite

intergn)



	Récursivité
	La notion de récursivité
	La décomposition en sous-problèmes
	Décomposition récursive
	Récursivité directe et indirecte

	Evaluation d'un appel récursif
	Modèle de mémoire
	Déroulement des appels récursifs

	Comment concevoir un sous-programme récursif?
	Sous-programmes récursifs qui ne retournent pas de résultat

	Récursivité et itération
	Utilisation de l'itération
	Utilisation de la récursivité
	Exemple de raisonnement récursif : les tours de Hanoi



