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Chapitre 1

Introduction

1.1 Le modéle

Le modeéle central auquel on s’intéresse dans ce cours est le modéle linéaire que 'on
écrit en toute généralité
y= a+pix1+--+ PBgrx +u=ab+u

Dans ce modele interviennent différentes grandeurs :
y la variable expliquée ou dépendante

- x1,...,2x, K variables explicatives ou indépendantes
— u une perturbation
- b=(o,0y, -+ ,Pk)" le paramétre & estimer

Parmi ces éléments les variables y et x sont observées. En revanche le parametre b est
inconnu et la perturbation u inobservée.

1.2 D’ou vient le modéle? - 1 de la théorie écono-
mique

— Le modele vient d’abord d’idées sur les relations entre y et z.... Ces idées peuvent
avoir un lien trés étroit avec la théorie économique. Il peut s’agir par exemple d’une

fonction de production
Y =F(K,L)

On pourrait estimer la fonction de production parmi toutes les fonctions possibles.
On ferait alors des régressions dites non paramétriques. Le cadre que ’on considére
ici est plus simple et consiste a restreindre ’ensemble des possibilités et de se placer
dans un ensemble de fonctions de productions dépendant d’un nombre fini de pa-
rameétres. On retient souvent la spécification de Cobb-Douglas, ce qui implique en
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particulier une restriction sur les possibilités de substitution par rapport au cadre
général :
Y = AK“LP

Cette spécification conduit a une relation log linéaire :
y=a-+ak+ [l

qui est le modeéle auquel on s’intéresse. Dans ce cadre on peut noter que la perturba-
tion a une interprétation naturelle, il s’agit de la constante a représentant le niveau
de la technologie, susceptible de varier d'une entreprise a I'autre. En revanche le mo-
dele fait I'hypotheése qu’il y a homogénéité des autres coefficients dans la population
d’entreprises.

Un autre exemple de modele directement déduit de la théorie économique est celui
des demandes de facteurs. Si on spécifie une fonction de coit C' (Q, px,u), ou @ est
la production, px le vecteur des prix et u le niveau de la technologie, la demande
pour un facteur donné est donnée par le Lemme de Shephard :

— oC (Qava U,)

X 0od
817)(0

Comme dans le cas précédent on se restreint en général & une forme paramétrique
de la fonction de cotit. Une spécification standard est la fonction de cotit translog
avec deux facteurs, capital de cott exp(c) et travail de cott exp(w) :

LogC = a + ac+ Bw + 0.56.¢% + 6y ccw + 0.58,w* + log (Q) — log (u)

La constante représente la aussi le niveau de la technologie. Ce type de spécification
conduit & des fonctions de demande spécifiant la part de chaque facteur. Par exemple

pour le travail on a

wlL
— =B+ by cc+ Opw
Q

On voit que dans cette spécification la perturbation n’a pas d’interprétation aussi
naturelle que dans le cas précédent. Il faut considérer que soit le paramétre 3 est
hétérogene, soit la part observée s’écarte de la part théorique pour des raisons non
expliquées.

Le modele peut aussi provenir d’une relation moins structurelle entre les variables.
Par exemple un type d’équations trés souvent estimé est 1’équation de Mincer qui
fait dépendre le salaire du nombre d’années d’étude et de ’expérience. Par exemple :

log (w;) = ap + ass; + ace; + u;

ou ag représente le gain lié a une année d’étude supplémentaire et a. le gain lié¢ a
une année d’expérience supplémentaire. Les parameétres économiques auxquels on
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s’intéresse alors sont le rendement de I’éducation ou le rendement de I’expérience. La
modélisation sous-jacente est celle du capital humain : le capital humain s’accumule
d’abord durant la période des études puis durant la vie active par ’expérience, en
apprenant sur le tas. Si on fait ’hypothése d’un marché du travail concurrentiel,
les différences de rémunérations entre les agents traduiront des différences dans le
capital humain. On peut remarquer concernant cette équation que I’on ne s’intéresse
pas seulement a expliquer les différences moyennes de revenus entre les agents mais
que ’on souhaite aussi parvenir a une estimation plus ambitieuse qui puisse conduire
a une interprétation causale : si on augmente la durée des études de un an d’un
individu quel sera son gain en terme de rémunération ?

Un autre exemple dans lequel le modeéle entretient des rapports encore plus ténus
avec des parameétres structurels mais posséde une interprétation causale est celui de
I'incidence de la taille d’une classe sur le taux de réussite des éléves de la classe. On
peut légitimement se poser la question de savoir si la réduction de la taille des classes
conduit & une amélioration du taux de réussite scolaire. On peut ainsi considérer un
modele du type :

T; = ag + astaille; + x;a, + u;

ou 7; représente le taux de réussite d’une classe. Dans cette spécification que 'on
pourrait appeler fonction de production scolaire, on introduit un ensemble d’autres
variables. En effet on se doute bien que de nombreux facteurs affectent la réus-
site d’une classe. Par exemple I’environnement scolaire est certainement un facteur
important. On pourrait se dire que comme on ne s’intéresse pas a la variable d’en-
vironnement on ne la met pas dans la régression. D’un c6té on y gagne car on n’a
pas a faire l'effort de mesurer cette variable, mais d’un autre coté cette variable
contribue aussi & déterminer la taille de la classe. Il est possible que dans certains
milieux défavorisés la taille des classes soit plus petites. Si on ignore le role de ’envi-
ronnement scolaire et qu’on ne 'intégre pas dans la régression, on risque de mesurer
un effet de la taille de la classe qui soit un mixte de I'effet propre de la taille et de
leffet de I'’environnement. Il donc important dans ce type de modeéle, entretenant
des rapports larges avec la théorie, d’introduire des facteurs annexes qui permet-
tront d’isoler 'effet propre de la taille de la classe. On cherche a controler pour un
certain nombre de facteurs extérieurs.

Enfin, on peut avoir une approche descriptive des données. Il est important de
remarquer que dans ce cas les parameétres n’ont pas d’interprétation structurelle.

1.3 Les données

Les données constituent le coeur de I’économétrie. Leur recueil et leur examen descriptif
constituent aussi en général une part importante de tout travail économétrique. Il y a
principalement trois grands types de données :
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1. Données temporelles ou longitudinales. Elles sont indicées par le temps t. On dispose
ainsi de séries dites temporelles : y;, x;, par exemple les séries trimestrielles de la
consommation et du revenu, de l'inflation... En général le nombre d’observation T’
est assez réduit, de 'ordre de la cinquantaine. On note en général y le vecteur 7" x 1

(y1,...,yr) et z la matrice T x (K +1) : (2},...,2%) ot x, est le vecteur ligne
formé des valeurs des différentes variables explicatives (dont la constante) a la date
t.

2. Données en coupe. y;, x;. Leur indice correspond & l'identifiant d’un individu ou
d’une entreprise. Ces données peuvent représenter par exemple le salaire d’un in-
dividu pour y et son diplome, son expérience... pour les variables explicatives. Les
échantillons dont on dispose sont en général de beaucoup plus grande taille : le
nombre d’observation N dépasse le plus souvent la centaine et peut aller jusqu’a
plusieurs dizaines de milliers. On note la encore en général y le vecteur N x 1

(y1,...,yn) et z la matrice N x (K +1) : (2,...,2') ol z; est le vecteur ligne
formé des valeurs des différentes variables explicatives (dont la constante) pour I'in-
dividu i.

3. Données a double indice, dites de panel : y;;, z;;. On dispose d’informations sur des
individus ¢ = 1,..., N que 'on suit sur plusieurs périodes, t = 1,...,T. Les NT ob-
servations z;; correspondent & N observations vectorielles ”individuelles” z;1, ... zir.
On note en général y. le vecteur 7' x 1 (i1, . . . ,yir) et x; la matrice T x (K +1) :

/!
(2l ..., i) et y le vecteur NT x 1 @1, . ’QN> et z la matrice NT x (K +1) :

(z),...,z%) o z; est la matrice formée des valeurs des différentes variables expli-
catives (dont la constante) pour I'individu ¢ aux différentes dates.

1.4 L’estimation

Estimer le modeéle c’est trouver une fonction des observations y et z

b=b(y.z)

dont on souhaite qu’elle vérifie certaines conditions. Par exemple ’estimateur peut étre
choisi tel

— qu’il soit "sans biais" E (/b\> = /b (g, g) f (g, g) dydr =b

— qu’il satisfasse un critére : minimisation de la somme des carrés des résidus b=
arg min Z (y — xb)? ; maximisation de la log—vraisemblanceg = arg max Z logl (y, )

— qu’il soit de variance minimale

— qu’il soit convergent, c’est & dire qu’il se rapproche de la vraie valeur du parameétre
lorsque le nombre d’observations devient grand.
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1.5 Pourquoi estimer le modéle ?

— tester l'existence d’un effet, i.e. vérifier qu'une variable z a un effet spécifique sur
une variable y. Par exemple on peut s’interroger sur 'effet des taux d’intérét sur
I'investissement, c’est a dire sur l'existence d’un canal monétaire de la politique
monétaire. Dans le cadre d’'un modele accélérateur profit standard, I = aAQ; +
B + yr 4+ v, on peut s’interroger sur le fait que le coefficient du taux d’intérét
soit nul ou non. On s’intéresse donc & 'hypothése Hy : v = 0, et on souhaite que
les données permettent de répondre a cette question. De facon similaire, dans le cas
de la fonction de production scolaire on peut s’interroger sur ’existence d’un effet
de la taille de la classe sur le taux de réussite. On va alors s’intéresser a ’hypothése
Hy : a; = 0, et 1a aussi on souhaite que les données nous permettent de choisir entre
oui ou non. L’estimation du modéle et la confrontation du parametre & zéro est la
voie la plus naturelle pour prendre cette décision. La question est ici de savoir si le
parameétre est significatif au sens statistique du terme.

— quantifier cet effet, ce qui est utile & des fins de simulations. Par exemple dans les
deux cas précédents on est aussi intéressé par donner un ordre de grandeur de ’effet
a attendre d’une variation de la variable. Si on voulait par exemple prendre une
décision de politique économique consistant a baisser la taille des classes, ce qui
est trés coliteux, on est intéressé certes a savoir si cela aura un effet non nul mais
aussi a savoir 'ordre de grandeur de cet effet. S’il est trés faible on ne prendra pas
alors aussi facilement la décision de réduire la taille des classes. L’ordre de grandeur
du parameétre est aussi important. La question est ici de savoir si le paramétre est
significatif au sens économique du terme.

— prévoir. Dans le modéle y; = ;0 + uy, le paramétre 3 peut étre estimé sur les

observations ¢t = 1,...,T : E Connaissant x7,; on calcule la prévision de y a la
date T'+1: yry1 = 271108

1.6 D’ou vient le modéle? - 2 de relations stochas-
tiques

Le modele provient aussi de relations stochastiques entre les variables. L’écriture de
la relation
y=xb+u

ne constitue pas en fait un modéle économétrique. Comme on I’a vu il s’agit d’une relation
plus ou moins fondée. Si on 'admet fondée, le paramétre b a un sens en lui-méme. Il a
une définition économique, par exemple 1’élasticité de la production au capital. Pour que
ce modele soit un modeéle économétrique il faut lui adjoindre une restriction stochastique.
Une fagon naturelle de procéder est de spécifier la loi jointe des observations [ (y, z;b) .
Ceci revient a spécifier la loi du résidu sachant les variables explicatives : [ (u]z). La
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situation de base est celle dans laquelle cette loi est choisie comme une loi normale ne
dépendant pas des variables z. On impose donc dans ce cas une restriction stochastique
essentielle pour 'analyse économétrique

Hulz) =1(u) = ¢(u/o) Jo

ol ¢ est la densité de la loi normale. Imposer cette restriction permet de définir la densité
des observations

Ly, z;0) = Ly ;) L(z) = ¢ ((y — xb) /o) L (x) /o

et donc d’estimer les parameétres en appliquant par exemple la méthode du maximum
de vraisemblance. L’estimateur auquel on parvient est alors celui des moindres carrés
ordinaires. On peut aussi faire des hypothéses sur la loi de u sachant = qui soient moins
fortes que la spécification de la loi compléte. Par exemple on peut se contenter de spécifier :

E(ulr)=E(u)=0

Cette propriété est satisfaite si on spécifie la loi conditionnelle de v sachant x comme une
loi normale indépendante de z. L’inverse est faux et cette spécification est donc moins
exigeante que la précédente. Elle permet, elle aussi, d’estimer le modeéle. Elle implique
en effet des restrictions du type F (2’ (y —xb)) = 0 appelées intuitivement conditions
d’orthogonalité dont on verra qu’elles sont suffisantes pour estimer les paramétres du
modele. On remarque & ce stade que dans cette spécification il y a d’ores et déja un
parameétre de moins : la variance des résidus n’intervient plus.

Ces restrictions stochastiques définissent un parameétre statistique. On pourrait ainsi
définir autant de parametres b qu’il y a de restrictions stochastiques envisageables, c’est
a dire une infinité. On pourrait par exemple considérer le paramétre by associé a des
restrictions stochastiques E (2/ (y — xbz)) = 0 dont on verra qu’elles aussi peuvent étre
utilisées souvent pour conduire a une estimation du parameétre. Il n’est pas certain que
le parameétre statistique associé a une restriction stochastique coincide avec le paramétre
économique. L’estimation peut ainsi étre non convergente, c’est a dire que la valeur du
parameétre estimée ne se rapprochera pas de la vraie valeur (économique) du parameétre
lorsque le nombre d’observation augmente, ou étre biaisée, c’est a dire que ’espérance du
parameétre n’est pas la vraie valeur (économique) du parametre. Une partie importante
de I’économétrie, qui passe par une réflexion sur le modéle, les données et les méthodes
consiste a rechercher des conditions dans lesquelles le parametre statistique coincide avec
le paramétre économique. La question est-ce que plim b = by, la vraie valeur économique
du parametre, est en dernier ressort la question la plus centrale et la plus importante
de I’économétrie, et assez naturelle : est-ce que j’ai bien mesuré ce que je voulais? C’est
beaucoup moins facile qu’il n’y parait, car de nombreux facteurs affectent les décisions
individuelles et il est difficile d’isoler I'effet d’une unique cause.
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1.7 Plan

Le cours débute dans le chapitre 2 par I’estimateur des moindres carrés, c’est a dire le
vecteur des coefficients de la projection orthogonale de y sur ’espace vectoriel engendré par
les variables explicatives. On présente d’abord les propriétés algébriques de cet estimateur
et ses propriétés statistiques sous des hypothéses minimales telles que l'indépendance
et I’équidistribution des observations (Théoréme de Frish-Waugh, Théoreme de Gauss-
Markov, estimation des paramétres du second ordre, le R? et ’analyse de la variance). On
montre ensuite dans le chapitre 3 comment la spécification de la loi des résidus comme une
loi normale permet de compléter ’analyse en particulier en permettant d’obtenir la loi des
estimateurs, étape incontournable pour procéder a des tests d’hypothéses simples (test de
Student) ou définir des intervalles de confiance pour les parameétres. On examine ensuite
dans le chapitre 4 et dans le méme cadre ot la loi des résidus est supposée normale, le cas
important des estimations sous contraintes linéaires (dans les parameétres). On présente
alors les tests d’hypotheses linéaires sur les parametres par le biais des tests de Fisher.
Ces résultats sont obtenus sous des hypotheses fortes :

— Indépendance des résidus et des variables explicatives : [ (u|x) =1 (u)

— Homoscédasticité V (u|z) = o1

— Spécification de la loi des résidus : [ (u) normale.

Les chapitres suivants vont progressivement revenir sur chacune de ces hypothéses.
On va d’abord examiner dans un cadre trés proche la loi asymptotique des estimateurs,
c’est a dire lorsque le nombre d’observations devient grand. On va chercher & développer
le méme genre de propriétés permettant de faire de I'inférence mais sans spécifier la loi
des résidus. Les résultats seront obtenus sous les hypotheses :

— Absence de corrélation entre les résidus et les variables explicatives F (uz') = 0

— Homoscédasticité V (u|z) = o1

Le comportement asymptotique des estimateurs est examiné dans le chapitre 5.

Dans le chapitre 6 on revient sur les hypothéses d’indépendance et d’équidistribution
des parameétres. On présente I'estimateur des moindres carrés généralisée ainsi que diffé-
rentes fagons de traiter la situation dite d’hétéroscédasticité, i.e. situation dans laquelle la
variance des résidus dépend des variables explicatives. On aborde aussi succinctement la
question des données de panel et de I’estimation de modéles faisant intervenir des systémes
d’équations. Le cadre dans lequel on se situe est juste basé sur

— Absence de corrélation entre les résidus et les variables explicatives F (uz’) = 0

Les chapitres 7, 8 et 9 utilisent la méthode des moindres carrés généralisés en s’ap-
puyant sur une connaissance a priori de la structure de corrélation des résidus. Le chapitre
7 s’intéresse plus particuliérement au cas des régressions empilées. Dans le chapitre 8, on
considére le cas d’une régression en coupe dans laquelle on a hétéroscédascticité du résidu,
ce qui peut étre le cas par exemple pour une équation de salaire, la variance du résidu
étant généralement croissante avec le revenu. Dans le chapitre 9, on considere le cas d’es-
timations ou le résidu peut étre modélisé comme une série temporelle de comportement
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connu. On construit 'estimateur les moindres carrés quasi-généralisés en s’appuyant sur
la connaissance de la forme de I"autocorrélation du résidu.

Dans le chapitre 10, on consideére la situation dans laquelle E (uz’) # 0. On aborde la
question de l'identification, fondamentale en économétrie. On montre comment a ’aide
de variables extérieures z, dites instrumentales, il est possible d’estimer le paramétre
d’intérét. On revient donc en partie sur certains aspects des généralisations précédentes
pour mieux se concentrer sur '’hypotheése d’identification. Les résultats sont obtenus sous
les hypotheéses

— Absence de corrélation entre les résidus et des variables z : F (uz’) =0,

- Rg(¢z) =dimx

— Homoscédasticité V (u |z, z) = 0?1

On présente aussi deux tests importants : le test d’exogénéité et le test de suridentifi-
cation qui sont des guides importants dans le choix des variables instrumentales.

Dans le chapitre 11 on présente une généralisation importante de la méthode a variable
instrumentale et qui englobe la plupart des méthodes économétriques standards. Il s’agit
de la méthode des moments généralisée et on montre en particulier comment elle permet
d’étendre la méthode & variables instrumentales au cas dans lequel les perturbations sont
hétéroscédastiques et a d’autres cas tels que celui de I’économétrie des données de panel
ou l'estimation de systémes d’équations. Les hypothéses s’écrivent un peu différemment
ce qui souligne le caractere général de cette méthode

- E(g(2,0))=0

ou z représente ’ensemble des variables du modele, c’est a dire inclus les y et les x.

Dans le chapitre 12, on présente succinctement certains modéles non linéaires proches
des modéle linéaires. On s’intéresse ainsi au modéles dits probit pour lesquels la variable
a expliquer n’a plus un support continu sur R mais prend ses valeurs dans {0,1}. La
modélisation sous-jacente consiste a introduire une variable latente, i.e. non observée
complétement

I"=zc+u

et dont les réalisations gouvernent 1’observation de la variable [ :
I=1<=1">0

On aborde également d’autres situations importantes permettant d’aborder la questions
de la sélectivité des échantillons, c’est a dire la situation dans laquelle on n’observe la
variable dépendante que sous une condition liée par ailleurs & la variable dépendante
elle-méme :

y* = xb+u
I = zc+u
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les réalisations de I* gouvernent ’'observation de la variable I et de la variable y :
I=1

y=y

I' < 0=1=0

I > O:>{

Ce type de modeéle appelé modele Tobit est souvent utilisé, en particulier pour abor-
der ’endogénéité de variables explicatives prenant la valeur 0 ou 1 dans des modeles a
coefficients variables

Yi = Nili + v,

Ce type de modeéle est souvent utilisé pour aborder ’évaluation des effets microécono-
miques des politiques de I’emploi comme les stages de formations.

Dans le chapitre 13, on s’intéresse a 1’évaluation des politiques publiques. On intro-
duit notamment I'estimateur par différence de différences qui s’applique & une expérience
naturelle. On parle d’expérience naturelle lorsqu'une partie de la population a fait 1’objet
d’une nouvelle politique, tandis qu’'une autre partie de la population n’a pas fait 'objet
de cette politique et donc peut servir de population témoin. On ne peut observer le com-
portement des individus touchés par une mesure s’ils n’avaient pas été touchés, on verra
comment on peut néanmoins construire des estimateurs évaluant I'impact d’une nouvelle
politique.
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Chapitre 2

L’estimateur des moindres carrés
ordinaires

L’estimateur des moindres carrés ordinaires reste I'un des estimateurs les plus fré-
quemment utilisés. Il a de nombreux usage. On peut 'utiliser par exemple pour procéder
a une description des données : quelles sont les variables rendant compte le mieux de
la variabilité d’une variable d’intérét. On peut aussi I'utiliser dans de nombreuses autres
situations pour estimer un parameétre auquel on donne un sens causal : que se passerait-il
si on faisait varier une variable donnée d’un montant donné. Il est basé sur ’hypothése
essentielle que les résidus et les variables explicatives sont orthogonaux. Il faut d’autres
hypothéses pour dériver les principales propriétés de 'estimateur. On verra d’abord les
propriétés algébriques puis les propriétés statistiques. Une partie du cours correspondra a
I’extension et la reformulation des propriétés de I'estimateur des mco lorsque ’on remet en
cause ces hypothéses. On généralise ou adapte le plus souvent les propriétés de 1'estima-
teur a la condition que ’hypothése centrale d’absence de corrélation entre perturbations
et variables explicatives soit maintenue.

On va voir dans ce chapitre la définition de 'estimateur des mco et son interpréta-
tion algébrique comme vecteur des coefficients de la projection orthogonale de la variable
dépendante sur les variables explicatives. On va également obtenir deux propriétés impor-
tantes de cet estimateur qui sont : la propriété de ”sans biais” et une propriété d’optimalité
concernant la variance de ’estimateur, connue sous le nom de Théoréme de Gauss-Markov.

2.1 Définition et propriétés algébriques

2.1.1 Définition

On considére une variable d’intérét y appelée variable dépendante et un ensemble de K
variables dites explicatives auquel on adjoint une constante. On dispose de N observations.
On note y = (y1, ..., yn) I'empilement des IV observations de la variable dépendante. On

11
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définit de méme les vecteurs z, ..., Tk et z la matrice des variables explicatives a laquelle
on adjoint le vecteur constant e = (1,...,1) : z = (e,ﬁ, e ,ZL’_K) est donc une matrice
de dimension N x (K + 1).

Definition L’estimateur des moindres carrés ordinaires est défini comme le vecteur b
. . / . . . ., .

de dimension K + 1, b = (by,...,bx)", des coefficients de la combinaison linéaire de

e, 1, ...,Trx réalisant le minimum de la distance de y a l’espace vectoriel de RN engendré

. ~ . 2
par e, x1,...,Tx, pour la norme euclidienne : b, = arg min ||y — ng
Proposition Sous l’hypothése

H1 : les vecteurs e, x1, . ..,xg sont indépendants,
lestimateur des moindres carrés existe, est unique et a pour expression

~

bmco - (£,£>71 Q/g

Démonstration L’objectif & minimiser est Ob(b) = Hg — ngZ = (g — gb), (g — gb) )
La condition du premier ordre s’écrit

dob

— =22 (y—2b) =0
o = 22/ (y —zh)
et la condition du second ordre
d*0b
ol 22’z définie positive
L’hypotheése d’indépendance de e, x, ...,k revient a faire U'hypothése que 2’z est définie

positive. La condition du second ordre est ainsi satisfaite et la condition du premier ordre
admet une solution

2.1.2 Interprétation géométrique

On associe deux grandeurs importantes a 1’estimateur des moindres carrés :

1. Le vecteur prédit y = b

~

2. Le vecteur résiduel u =y —y

On voit immédiatement compte tenu de la définition de 'estimateur des moindres
carrés ordinaires que le vecteur résiduel est orthogonal aux variables explicatives et donc
aussi au vecteur prédit :

= 0
=0

=) 18
D)

y s’interpréte donc comme la projection orthogonale de y sur l'espace engendré par

e,x1,...,rr et Pestimateur des moindres carrés ordinaires comme le vecteur des coef-
ficients de cette projection.
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Remarque Comme la constante appartient o [’ensemble des régresseurs, on a immédia-
tement €'u = 0, soit U= % Z u; = 0 : la moyenne du vecteur résiduel est nulle.

Les vecteurs prédits et résiduels peuvent s’écrire directement & partir du vecteur y.
On a en effet

=) 1<)

Les matrices P, et M, sont les matrices des projecteurs orthogonaux sur respectivement
I’espace engendré par (e, Ti,..., @ K) et son orthogonal. Comme on le vérifie directement
on a en effet

= P,
M? = M,
P.+M, = Iy

et en outre
Pov=v<<= d\tquv =2z

2.1.3 Théoréme de Frish-Waugh

Le théoréme de Frish-Waugh est une propriété algébrique de 'estimateur des moindres
carrés qui explicite l'interdépendance des coefficients de différentes variables dans une
régression. Il permet de répondre a la question : dans quel cas est-il nécessaire d’introduire
toutes les variables d’un modeéle dans la liste des régresseurs ?

Theoreme Dans la régression de y sur un ensemble de variables explicatives x, si x se
décomposent en deux sous-ensembles 1, et w1 x = (ﬂ , @) , les coefficients des variables
1 peuvent étre obtenus indirectement en régressant les résidus M,y de la régression
de la variable dépendante y sur les variables explicatives xq, sur les résidus My, x, des
régressions des variables ﬂ_sur les variables explicatives x :

-~ -1
b= (Mozs) Mons)  (Moss)' Mray

on peut alors retrouver les coefficients des variables xo en régressant la partie inexpliquée
Yy —x1by sur xs :

b = (22'22) "2 (y— b

—1
avec My, = Iy — x5 (2/'m5) 25
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Démonstration Les coefficients de la régression de y sur x = (ﬂ , ﬂ) satisfont

2 (y— @b —ashy) = 0

x (g — ﬂgl — @?J}) = 0

De la deuziéme équation on tire directement la deuxiéme partie du théoréme

b = (22's) 2o’ (y — ab)

Lorsque l’on réintroduit cette expression dans la premiére équation il vient

soit

2 (y— iy — 2 (22'm2) " 2 (y— i) ) =0

ﬂ/sz (g—ﬂ&) = 0

o' M,, <Mx2g—Mmﬂgl> ~ 0

compte tenu de Mgz = M,,. D’ou l’expression de 31

Remarque La caractéristique importante est d’utiliser les résidus des régressions de xy
sur xa. Il n’est pas nécessaire d’utiliser aussi les résidus de la régression de y sur xs.

Applications du Théoréme de Frish-Waugh

1. Dans la régression de y sur x; et x5 on peut régresser séparément y sur z; et y sur

To lorsque z; et x5 sont orthogonaux.

. Données de panel. Lorsque la régression introduit des indicatrices spécifiques a

chaque individu (donc N variables, spécification dite a effets fixes) en plus d’un
ensemble de régresseurs d’intérét x1, on peut d’abord régresser les variables d’inté-
rét et la variable dépendante sur les variables indicatrices puis utiliser les résidus
des régressions correspondantes. Dans ces opérations puisque les variables indica-
trices sont orthogonales les unes aux autres on peut effectuer les régressions sur
les indicatrices séparément. On vérifie aisément que le coefficient de la régression
d’une variable sur une variable indicatrice d’individu est la moyenne des observations
pour cet individu. Les résidus des régressions sont donc les écarts aux moyennes in-
dividuelles des différentes variables d’intérét. L’estimateur obtenu en régressant les
écarts des variables explicatives aux moyennes individuelles sur la quantité analogue
pour la variable dépendante est trés populaire et connu sous le nom d’estimateur
Within (ou Intra).

Pour obtenir les coefficients de x; dans la régression de y sur z; et x9, on peut
régresser y sur x; et la prévision de x; par @y : Py, ;.
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2.2 Modéle et propriétés statistiques

L’estimateur des moindres carrés ordinaires a une définition mathématique. Il s’agit
du vecteur des coefficients de la projection orthogonale de la variable dépendante sur les
variables explicatives. Dans le cadre de I’économétrie on s’intéresse néanmoins a 1’esti-
mation des paramétres d’'un modéle économétrique. On considére ainsi le modéle linéaire
suivant :

y=by+bri+- - +bxrg+u

Pour lequel on dispose de N observations. Le modéle s’écrit aussi sous forme matricielle :
y=zb+u

On s’intéresse aux propriétés statistiques de I'estimateur des mco : quelle est son espé-
rance, sa variance... Comme ’estimateur est une fonction des observations, ses propriétés
statistiques dépendent de la loi des observations [ (y, x). On les caractérise a partir d’hy-
potheéses sur la loi conditionnelle de y sachant z, c’est a dire dans le cadre du modeéle
précédent comme des hypothéses concernant la loi de la perturbation u conditionnelle-
ment aux variables explicatives.

2.2.1 Quand l’estimateur des mco est-il sans biais ?

On s’intéresse d’abord aux conditions sous lesquelles I'espérance de ’estimateur des
mco coincide avec la vraie valeur du parametre. On dit alors que l’estimateur est sans
biais.

Definition On dit qu’un estimateur b (g, g) est sans biais lorsque
B(bya)) =1

Dans cette définition F (B (g,g)) = / /g(g, g) f (g, g) dydzx ou f (g, g) représente la
densité jointe des variables explicatives et dependantes.

Proposition Sous l’hypothése
H2: E(u,|z)=0Vn
lestimateur des mco est sans biais.

Démonstration L’estimateur des mco s’écrit

~

bneo = (2'z) 2y
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on s’intéresse a &/ (/b\ (g, g) |g> . On a clairement E (/b\ (g, g) |g> =b+ (g’g)_l 2'F(ulz).

Comme E (u|z) = 0 par hypothése on a bien E (Z (y, z) |g) =b. On en déduit immédia-

tement I (/b\ (y,g)) =F (E (g(g,g) |g)> =b

L’hypothése H2 est extémement forte, puisqu’elle signifie que lorsque les résidus
changent, les variables explicatives ne changent pas. Dans de nombreuses situations cette
hypothéses ne peut pas étre tenu. C’est par exemple le cas si on prend un modele offre-
demande dans lequel on observe les prix et les quantités. Si on considére 1’équation de
demande par exemple, elle correspond a l’existence d’une relation décroissante entre la
variable dépendante, la quantité, et la variable explicative, le prix. Si il y a un choc de
demande, le déséquilibre sur le marché va se résoudre par une hausse de la quantité échan-
gée et une hausse du prix. Dans ce modéle on ne peut donc pas tenir I’hypothése H2 par
nature méme du modele auquel on s’intéresse. Dans d’autres cas la situation peut étre plus
favorable. Par exemple dans le cas de la taille de la classe et du taux de réussite scolaire, il
est vrai que I’on peut contester le fait que E (u |taille) = 0, mais il est possible qu’il existe
un ensemble de variables explicatives x tel que 'on ait u = zc+ v et E (v|taille,x) = 0.
Autrement dit, on peut identifier, mesurer et introduire dans la régression les sources de
variabilité communes a la taille et au résidu. Le modéle devient tz = ag + a;taille +xb+v.

2.2.2 Quelle est la précision de ’estimateur des mco ?

Le fait que la propriété d’absence de biais soit satisfaite est trés intéressant mais on a
besoin d’informations plus précises. On souhaite savoir si la vraie valeur peut se trouver
loin de 'estimateur. Une telle information est donnée par la précision de 'estimateur et
on ’étudie en considérant la variance :

Proposition sous les hypothéses H1, H2,

H3:V (uylz)=0% Vn

Hj : E (upupm|z) =0 ¥V n,m

la variance de [’estimateur des mco conditionnellement au variables explicatives est
donnée par

v (Enw |£) =0’ (Zz)”

La variance non conditionnelle est donnée par
v (BmC()) =0’E [(z’z)_l}

Démonstration La variance conditionnelle est définie comme

V (bneo ) = B ([Zm B (bneo 12 )| [breo = B (Bo )| !&)
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Comme E (/b\mw |g> =b et gmco —b= (g’:r)_lg’g,

% (Bmco |£) = (2'z) 2B (w |z) z (2z)

La matrice E (uwu'|z) a pour éléments n,m E (upuy, |z). On déduit directement des hy-
pothéses que E (uu' |z) = oIy

La matrice de variance a deux composantes : 02 et F [(g’g)fl} . Plus 02, i.e. la va-
riance résiduelle, est grande, moins l'estimateur est précis. Ceci implique que 'on peut
accroitre la précision des estimateurs de variables d’intérét en introduisant des variables
additionnelles, satisfaisant les hypothéses du modeéle linéaire H1 — H4, dés lors qu’elles
contribuent & réduire la variance résiduelle. La matrice 2’2 joue un role central dans la
variance de 'estimateur. On peut 1’écrire a partir des observations individuelles comme
2’z =) x,x, On voit qu'une écriture plus adaptée est 2’z = N (% don x;xn) . Dans
le cas du modéle linéaire simple avec une unique variable explicative centrée la matrice
(>, m;xn)_l s’écrit simplement comme 1/22 = 1/V (z). On voit que dans ce cas la va-

riance de 'estimateur s’écrit V' @) =02/ (NV (z)) . L’estimateur est donc d’autant plus

précis que le nombre d’observations est grand. On s’intéresse en général a I’écart-type des
parameétres estimés. La formule précédente implique que Pécart type décroit comme v/N.
Lorsque la taille de I’échantillon est multipliée par 4 I’écart-type n’est divisé que par 2.
On imagine donc bien que dans un échantillon de petite taille la précision de 'estimateur
est un probléme important. On voit aussi que dans de grands échantillons de plusieurs
centaines de milliers d’observations, la précision des estimations sera trés grande. La for-
mule précédente montre aussi que ’estimateur est d’autant plus précis que la variance de
la variable explicative est importante. C’est parce que I'on observe des situations diffé-
rentes au regard des variables explicatives qui ne soient pas corrélées avec les résidus du
modele économique que 'on peut identifier I'effet de ces variables. Enfin un dernier cas
permettant d’illustrer les implications de la formule précédente est le cas dans lequel il y
a deux variables explicatives par exemple de méme variance o2 et ayant un coefficient de
corrélation p. Dans ce cas on calcule simplement

(o) =~ (4 1)

On voit que dans ce cas la précision de ’estimateur est d’autant plus faible que les variables
sont corrélées. Au total, on voit que si les variables sont presque colinéaires la précision
de l'estimateur sera faible.

2.2.3 L’estimateur des mco est-il le plus précis : le théoréme de
Gauss-Markov

On s’intéresse naturellement a la question de 'optimalité de I’estimation du paramétre
b. Ce parameétre, comme on ’a vu, est sans biais et il est en outre défini comme une
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fonction linéaire des observations. Ceci forme une classe d’estimateurs. La question a
laquelle répond le théoréme de Gauss-Markov est celle de optimalité (au sens de la
précision) de I'estimateur dans la classe des estimateurs linéaires sans biais.

Definition Un estimateur by est optimal dans une classe d’estimateurs b si toute es-
timation d’une combinaison linéaire du paramétre est estimée plus précisément avec by
qu’avec nimporte quel estimateur de la classe considérée :

VA,V (A'Zl) <V (XZ)

Cette propriété signifie que la matrice de variance V' (31> de /1;1 vérifie \'V </I;1> A<
NV (l;) A VA, clest a dire que V (51> -V (B) est semi-définie négative.
Theoreme Gauss-Markov : Sous les hypothéses H1-H) l’estimateur des moindres carrés

ordinaires du modéle
y=xb+u

est optimal dans la classe des estimateurs sans biais conditionnellement aux variables x.

Démonstration Soit b un estimateur linéaire sans biais du parameétre b. Il existe donc
une matrice A tel que cet estimateur s’écrit b = Ay. L’hypothese d’absence de biais signifie

E(g@) = b ce qui implique E (Aylz) = E(A(zb+u)|z) = Azb+ AE (ulz) = b

Comme E (u|z) = 0. L’absence de biais signifie Azb = b. Ce résultat est vrai pour b
quelconque donc pour tout b, c’est-a-dire :

Az = Ik

On a en outre b — E (E@) = A(y—E(ylz)) = Au. La variance d’un estimateur li-

néaire sans biais quelconque est donc de la forme V/ (E@) =V (Au|z) = AV (ulz) A’ =

o?AA" compte tenu de Uhypothése cruciale V (u|z) = o?Iy. Comme Iy = P, + M, =
z (&'&)71 2+ M,, on a

Vv (E@) — g2AA = %A (g (g'g)_l '+ Mx> A
= 0 (Az (@'z) " 2 A + AMmA’>
comme Az = Iy 1 etV (b\@ = o2 (g’g)fl , on a
1% (E@) =V @lg) + o2AM A

et la matrice AM,A’ est nécessairement semi-définie négative
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2.2.4 Estimation des paramétres du second ordre

La variance des résidus, intervenant dans ’hypothéses H4, est un paramétre dit du
second ordre car il correspond aux moments d’ordre 2 de la variable y conditionnellement
aux variables explicatives. C’est un parameétre important & plus d’un titre. D’abord, il
permet de mesurer la qualité de 'ajustement. En outre, comme on I’a vu, il intervient
dans la matrice de variance-covariance des estimateurs et est a I'origine de nombreux tests
d’hypothéses. Il est donc légitime de s’intéresser a son estimation. Cette estimation fait
intervenir le vecteur des résidus estimés

=)

:g—xb

Proposition Sous les hypothéses H1 a Hj, l’estimateur

o u'u > Un

T T N-K-1 N-K-1

est un estimateur sans biais du paramétre du second ordre o?.

Démonstration Comme on l'a vu u = M,y = M,yu. On a donc

40 =u Muu="Tr (u’%&) = Tr (Mww>
On a donc

E(@idlz) = B(Tr (M) le) =Tr (B (M |2))

— Tr (MxE (M @)) = 0T (M,)

et M, = In — g(g’g)_l ' d’ou

Tr(M,) = Tr (IN — g(g’g)_l g’) =N-Tr (g (x'x)_l g’)

= N-Tr <(£’£)71£’£> =N-K-1

Exemple Application a la prévision. On considére le modéle y, = x,b + u, pour lequel
onan=1,...,N observations et satisfaisant les hypothéses H1 a H5. Connaissant x i1
et faisant l’hypothése que le modéle reste valide pour cette observation, on souhaite estimer
YN+1-

Dire que le modéle reste valide signifie que non seulement la relation entre y,, et x,, peut
étre étendue a l'observation N + 1 : yyi1 = xy110+ un1 mais encore que les hypothéses
stochastiques peuvent étre étendues a [inclusion de l’observation N + 1 en particulier cect
impose E (un 1]z, 2n41) =0, V (uny1 |2, 2841 ) = 02, E (uy1tn |2, 2541) = 0.
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La prévision de yn11 est
YN+1 = xN+1bmco
Conditionnellement aux variables explicatives la prévision est sans biais :

A~

E @N+1 — YN+1 ’L $N+1) =F (iUN+1 (bmco - b) — UN+1 |L IL’N+1> =0

Uni1 est le meilleur estimateur sans biais de yn 1, linéaire dans les observations y, . . ., yn.

Ceci constitue une application directe du Théoréme de Gauss Markov : si on considére

un estimateur linéaire sans biais Yy1 de yny1. La variance de 'erreur de prévision s’écrit

E (yN+1 — UN+1 |£, TN+1 )2 =LK ($N+1b +UNT1 — YN+ |L TN+1 )2 =LK (xN+1b — UN+1 |£, TN+1 )2 +
E (u?\,Jrl |z, xN+1) puisque [’estimateur est linéaire en y et que y n’est pas corrélé a un,1
conditionnellement aux observations de x. Le probléme se résume donc a chercher [’es-
timateur linéaire sans biais de variance minimale de la combinaison Q‘néaire Trn+1b du
paramétre b. Le théoréeme de Gauss-Markov indique qu’il s’agit de xn11bmeo

La variance de ’erreur de prévision est

E (Gnt1 — yni1)’ = o’ Ty (@'z) " ongr + 1

2.2.5 Analyse de la variance

L’analyse de la variance est fondée sur l'orthogonalité entre le vecteur des résidus
estimés et de la variable prédite.
y=y+u
Les régressions que Pon considére ayant un terme constant on a g = § dont on tire :
y-Te=7-Fe+a

compte tenu de I'orthogonalité on peut donc écrire ’équation dite équation d’analyse de
la variance

~\ 2 R
S =9 =5, (50— 7) + X, 0
ou encore

VO =V@+Y @

La variance totale est la somme de la variance expliquée et de la variance résiduelle. On
introduit une quantité tres couramment utilisée qui mesure la part de la variance expliquée
par le modele.
_ 2
U — Ut ~112
N s
- — 2t 2
ly — el ly — el

Le R? est fréquemment utilisé pour mesurer la qualité de I’ajustement. Néanmoins deux
précautions doivent étre prises :

e [0 1]
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— Le R? dépend du calibrage des observations. Par exemple si on considére une fonction
de production

y=a+p0l+~vk+u
I’estimation va fournir un R? beaucoup plus important que celui obtenu avec le
modeéle identique mais expliquant la productivité

y—l=a+-1)Il+~vk+u

— On montre facilement que plus on étend ’ensemble des variables explicatives plus le
R? est grand. Ce n’est donc pas nécessairement un bon critére de choix de modéle.
Pour cette raison on a introduit une quantité proche mais pas directement reliée qui
est le R? ajusté. Il est défini d'une facon trés voisine du R?

~2 ~112
o [ul”/(N - K —1)

R=1-——=1- =1-(1-R?
Ve eyt )

Remarque Cette équation d’analyse de la variance permet de préciser [’expression de la

N -1
N-K-1

variance de chacune des composantes de ’estimateur. Dans la formule générale V (bmco |z )

—1 . N .
o (z'z)"", la variance de la kieme composante de l'estimateur des mco correspond au
kieme éléments diagonal. Si on utilise les formules d’inversion par bloc
A — A A A1 — At AR Al — (A AL ATIA )*1
- A21 A22 ) - A21 A22 ) - 11 124199 4121
St on considére une variable x;, particuliére, alors, quitte a réorganiser ’ordre des variables
explicatives : © = (T, x_1), ol T_, représente l’ensemble des variables explicatives autres

que la kiéme,
/ /
, [ T T TpX—k ]

LT = ’ 7
L klk T Lk

-1

et on adone (@2 = 'zt (¢ ) #n = /Mo = (NV (on))

V (zg |x_k) est la variance résiduelle de la variable xy, une fois pris en compte la part de
la variance de la variable ) expliquée par les autres variables explicatives du modéle. La
variance de chacune des composante de [’estimation du paramétre s’écrit donc

1% (Ek) = 02/ (NV (zx|w_1)) = 0%/NVi s

2.3 Variable omise et régresseur additionnel

2.4 Résumé

1. On a vu dans ce chapitre la définition algébrique de I’estimateur des mco comme
vecteur des coefficients de la projection orthogonale de la variables dépendante sur



22

CHAPITRE 2. I’ESTIMATEUR DES MOINDRES CARRES ORDINAIRES

I’espace engendré par les variables explicatives.

. Cet estimateur existe est unique sous I’hypotheése H1 que les vecteurs des variables

explicatives soient linéairement indépendant.

. On a vu sous quelle condition I'estimateur des mco est un estimateur sans biais du

parameétre économique b dans le modéle linéaire y = xb+ u. : Il s’agit de I’hypothése
H?2 que l'espérance des résidus conditionnellement aux variables observables est
nulle.

. Sous les hypothéses H3 et H4 que dans ce modéle les perturbations sont condition-

nellement aux variables explicatives des variances identiques et sont non corrélées les
unes avec les autres, on peut donner ’expression classique de la matrice de variance

de Destimateur V/ (@@) = o2 (2/z) ",

. Sous ces méme hypothéses I'estimateur des mco est le meilleur estimateur linéaire

sans biais, au sens de la minimisation de la variance.

. L’interprétation de cette formule conduit & la conclusion que plus le nombre d’ob-

servations est grand, plus la variance résiduelle o2 est faible, plus les variables ex-
plicatives présentent de variabilité propre, plus I’estimateur est précis.

. Le paramétre du second ordre o2 peut étre estimé sans biais comme la moyenne des

carrés des résidus tenant compte des degrés de liberté : 6° = S a2/ (N — K —1).

. Le R? est une mesure de la qualité de I'ajustement du modeéle aux données : il

mesure la part de la variance totale expliquée par le modele.

Ces résultats sont importants : ils établissent les conditions sous lesquelles les esti-

mateurs sont sans biais et ils permettent de déterminer la précision des estimations. Ils
sont néanmoins insuffisants pour donner des intervalles de confiance sur les parameétres
estimés et réaliser des tests d’hypothése. Pour aller plus loin il faut faire des hypothéses
supplémentaires. On peut procéder de deux fagons :

1. Lorsque le nombre d’observations est faible, on peut spécifier la loi des observations

conditionnellement aux variables explicatives. Ceci est fait dans la majeure partie
des cas en spécifiant les résidus comme suivant une loi normale. On peut alors
caractériser la loi de l'estimateur. On peut aussi dans ce cas estimer le modéle
par maximum de vraisemblance. On peut alors tester des hypothéses dites simples
(nullité d’un parametre). Ces tests sont appelés test de Student. Ce cas est examiné
dans le chapitre 3. On peut aussi sur la base de cette hypothése estimer le modele
en imposant des contraintes linéaires sur les parameétres et tester I’hypothése que
ces contraintes sont acceptées. Les tests mis en oeuvres sont alors des test dits de
Fisher. Ces aspects sont présentés dans le chapitre 4.

. La deuxiéme facon est d’étudier les propriétés asymptotiques de 'estimateur, c’est

a dire lorsque le nombre d’observations devient grand. On montre dans le chapitre
5 que sans spécifier la loi des résidus mais en faisant des hypothéses suffisamment
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fortes sur ’épaisseur des queues de distribution des résidus, on peut spécifier la loi
asymptotique de ’estimateur.
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Chapitre 3

Les MCO sous ’hypothése de
normalité des perturbations.

Dans ce chapitre on examine les propriétés de I'estimateur des mco lorsque 'on fait
I’hypothése de normalité des perturbations. Plus précisément on fait I’hypothése H,, sui-
vante.

H, : laloi de u conditionnellement aux variables explicatives z est une loi normale de
moyenne nulle et de matrice de variance o2Iy.

lulz) = (U\/_ o (=Y u2/20?)

ulz ~ N(0,6°Iy)

Remarque Cette hypothése est plus forte que les hypothéses Ho— Hy puisqu’elle implique
que le moment d’ordre 1 de u conditionnellement a x est nul. c’est a dire [’espérance

On va voir que dans ce cas on peut préciser la loi de 'estimateur du parameétre ainsi
que celle de I'estimateur de la variance des résidus. On va aussi obtenir un résultat central,
le théoréme de Cochrane, a la base de tous les tests effectués a partir de ’estimateur des
mco.

3.1 Normalité de ’estimateur des mco

Proposition Sous lI’hypothése H,,, on peut spécifier la loi jointe de l’estimateur des mco
et de l’estimateur de la variance des résidus conditionnellement aux variables explicatives :

1. L’estimateur du paramétre des mco by, est distribué comme une loi normale de
. . . . ~1
moyenne b, la vraie valeur du paramétre, et de matrice de variance o® (z'z)”" :
N 2 (0.1
bmco ~ N (b7 o (2 E) )

25
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. ~2 ., . . , . .
2. L’estimateur -, convenablement normalisé, est distribué suivant une loi du x>

~2

[N = (K +1)] % ~ % (N = (K +1))

3. /b\mco et 02 sont indépendants (Théoréme de Cochran)
Démonstration Le résultat concernant la normalité de [’estimateur est immédiat. 11
provient du fait que l’estimateur des mco est linéaire dans les observations de la variable
dépendante. Comme conditionnellement a x la variable dépendante est normale, ’estima-
teur des mco est une combinaison linéaire de variables normales et est donc lui méme
un vecteur normal, caractérisé par ces deux premiers moments : son espérance dont on a
vu qu’elle était égale a la vraie valeur du paramétre, et sa matrice de variance dont on a
donné [’expression au chapitre précédent, sous des hypothéses plus générales que celle de
la loi normale.

De méme, les résidus estimés sont eur mémes normauz. On a en effet u = Myy = M,u.

. L. ~ -1 . L.
Par ailleurs, on a aussi directement b — b = (2'z)” " z'u. Finalement on peut spécifier la
loi jointe des résidus estimés et de [’estimateur des mco :

("2") - (5% )

On en déduit donc que ces deux vecteurs suivent une loi mormale jointe, de moyenne
vistblement nulle et dont on peut préciser la variance :

) - ()

b

u

Dont on déduit

1. l’expression de la variance de l’estimateur des mco

2. lestimateur des mco et les résidus estimés sont indépendants (car étant tous les
deuz normauz et non corrélés). L’estimateur des mco et lestimateur de la variance

2 PPN

o° = uwu/ (N — K —1) sont donc indépendants.
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3. Les résidus estimés suivent une loi normale de matrice de variance o> M,.

Rappel :

~ 8i Z ~» N(0,11), alors par définition || 23| = Z2'Z = 3.1, Z% ~ X2 (L)

— Si P est un projecteur orthogonal sur un sous espace de dimension Ly alors Z' PZ ~

X2 (L1) (Voir annexe)

On applique ce résultat ¢ Z = u/o ~ N (0,Iy) et P = M,. On a: (U/o) (@/o) =
(u/o) MM, (u/o) = (u/o) M, (u/c). On en déduit que Wu/o* ~ x*(N — K —1),
puisque M, est le projecteur orthogonal sur l’orthogonal de [l’espace vectoriel engendré
par les x donc de dimension N — K — 1. Finalement, comme @0 = (N — K —1)5°,
[N = (K+1)] % ~x*(N = (K +1))

On rappelle qu'une loi du x?(L) a L degrés de libertés a pour premier et second
moments F (x* (L)) = L, V (x* (L)) = 2L. On vérifie donc que F ([N — (K +1)] i—j) =

N — K — 1. On vérifie donc que l'on a bien F (82) = 0% : Pestimateur de la variance
est sans biais. On apprend maintenant, grace a la spécification normale la distribution de

I'estimateur de la variance des résidus et donc sa variance : on a V' <[N — (K +1)] i—;) =

2(N—-K —1),so0it V (32) =20/ (N — K —1). On voit donc que comme pour I'estima-
teur des mco, lorsque le nombre d’observations devient grand la variance de ’estimateur
tend vers zero. Le rythme de convergence est en outre identique & celui de I'estimateur
des mco. On remarque en revanche une spécificité de I’estimateur de la variance : plus la
dispersion des résidus est importante, plus I’estimateur est imprécis.

[’estimation de la variance des résidus peut étre intéressante pour elle-méme, mais
elle nous intéresse en premier lieu car c’est un parametre important de la matrice de
variance de I'estimateur du parameétre de premier intérét b. En effet, on a vu que by, |2 ~~
N (b, o? (g’g)fl) , mais ce résultat reste insuffisant dans la mesure o on ne connait pas
la variance des résidus.

3.2 Ecart-types estimés, tests et intervalles de confiance

3.2.1 Ecart-type

La formule de la matrice de variance de I’estimateur est utile V' (@mca | g) =o?(zz)",

mais elle n’est pas directement exploitable car on ne connait pas la variance des résidus
o%. Un estimateur naturel de cette matrice consiste & remplacer la quantité inconnue o
par un estimateur.

V (bneolz) =5 (@'z)""

On a immédiatement le résultat que 1% (?)\mco 4 ) est un estimateur sans biais de la matrice

de variance de l’estimateur mco du paramétre.
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On s’intéresse en fait plus spécifiquement & la variance de chaque composante de
lestimateur o = V (bk> = ¢? [@,&)71]% = 022" ou dans cette notation zF¥ est le

kiéme élément diagonal de (g’g)_l. Dans le chapitre précédent on a vu que ce kiéme
élément était en fait I'inverse de la variance résiduelle de la projection de xj sur les
autres variables du modele (la variance propre de la kiéme variable) divisée par le nombre
d’observations. Un estimateur naturel de o2 est

~2 2
o, = o at*

La quantité o, = \/82 est systématiquement associé¢ & n’importe qu’elle estimation par

les mco. Grace aux résultats portant sur la loi de 5% on peut directement donner la loi de

o

Proposition Sous I’hypothése H, [’estimateur de la variance de la kiéme composante

du vecteur des paramétre suit, convenablement normalisée une loi du x*(N — K — 1) :
~2

[N—(KH)]Z—%NXQ(N—(KH))

et est indépendant de [’estimateur des mco /l;mcw

3.2.2 Un résultat central

On s’intéresse a I'obtention d’intervalles de confiance et & des tests d’hypothése simple
du type Hy : by = b} pour une valeur donnée de b2. Un cas trés fréquemment examiné est
par exemple celui de la nullité d'un parametre (b = 0). Pour obtenir des intervalles de
confiance ou pour effectuer des tests, on a besoin d’obtenir une fonction des estimateurs
qui ne dépende pas des paramétres.

Proposition Sous I’hypothése de normalité des perturbations H,,, pour une composante
donnée k du paramétre on a

by — b
F_* o Student (N — K — 1)
Ok

Démonstration Ce résultat découle directement de la définition des lois de Student :
Si X1 suit une loi normale N (0,1) et Xy suit une loi du x* (H) o H degrés de liberté, et
st X1 et X sont indépendants alors

S = A Student (H)
H
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A~

Iciby, ~ N (bg,02) . On en déduit donc que (bk — bk> Jor ~ N (0,1). En outre le résultat
précédent établit que [N — (K + 1)] % X2 (N — (K +1)) et est indépendant de . On

o2

a donc par application directe de la définition

(Zk _ bk) [ = /gk: % Student (N — K — 1)
(0 = 01 ) /13 - )

O

Les lois de Student sont des lois symétriques de moyenne nulle et de variance H/ (H — 2)
ol H est le nombre de degrés de liberté. Plus H est faible, plus les queues de distribu-
tion sont épaisses. On voit qu’il y a un nombre minimal de degrés de liberté pour que le
moment d’ordre 2 existe : H > 2.

3.2.3 Intervalle de confiance

Definition Un intervalle de confiance pour le paramétre by au niveau o est un intervalle
la,a] tq P (by € [g,a]) =1 — a.

Lemme Soit z une variable aléatoire dont la distribution f est symétrique autour de
zéro, croissante pour z < 0, continue et de fonction de répartition F, tout intervalle [z, Z]
tel que P (z € [2,Z]) = po donné, de longueur minimale est symétrique.

Démonstration Ce résultat se montre trés facilement. La symétrie de la distribution
s’écrit f (z) = f(—=2) et implique F (—z) =1—F(z). On a F(Z) — F (2) = po, donc la
longueur de Uintervalle est L =Z —z = F~1 (F (2) + po) — 2. La dérivée de la longueur de
Uintervalle par rapport a z estdL/dz = f(z) /f (Z)—1. Si f (z) < f(Z), alors dL/dz < 0.
On pourra diminuer la longueur de l'intervalle en augmentant z. Comme f est croissante
dans le domaine négatif accroitre z conduit & accroitre f(z)/f (Z) — 1. L’extremum de
la longueur, obtenu pour f(z) /f (Z) —1 =0 est donc bien un minimum.

Pour trouver un intervalle de confiance pour le parameétre by, on applique directement
les résultats du lemme :

Proposition Sous les hypothéses H,, soit /l;k la kieme composante de [’estimateur des

~ ~2 . , .
mco et o, = £/ 0}, U'estimateur de son écart-type, alors l"intervalle de confiance de longueur
minimale du paramétre by, au niveau o est

[/b\k—b\'k thKfl (1—0{/2) y Zk—i—ak thKfl (1—&/2)]

ot tn—g-1 (1 —a/2) est le quantile d’ordre 1 — /2 d’une loi de Student a N — K — 1
degrés de liberté.
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Le quantile d’ordre 1 — /2 d’une loi de Student & N — K — 1 degrés de liberté est la
quantité t telle que pour une variable S suivant une loi de Student & N — K — 1 degrés
de liberté, P (S <t) =1 — /2, et de facon similaire P (S > t) = /2

Démonstration Par application des résultats précédents, on a immédiatement que S =

EJ% ~ Student (N — K — 1). Comme la loi de Student est symétrique, on en déduit que
Uintervalle de longueur minimale auquel S appartienne avec probabilité 1 — av est

P(S € [_thKfl (1 - 04/2) 7tN7K71 (1 - 04/2)]) =1—«

dont on déduit itmmédiatement [’expression des bornes de l’intervalle de confiance.

Remarque Ce résultat s’étend directement au cas dans lequel on cherche un intervalle
de confiance pour une combinaison linéaire donnée des parameétres : N'b. En effet, on
trouve directement la loi de Uestimateur de la combinaison linéaire Nbyeo @ Nbpmeo ~=

N ()\'b, o\ (g’g)_l )\) . En notant oy, = /02N (g’g)_l et oy = /52N (g’g)_l A, on
vérifie aisément que ['intervalle de confiance pour la combinaison linéaire donnée des

parameétres est [X/b\mco —on tv-k1 (1 —a/2) | X/l;mco + 0 ty_k-1(1— 04/2)}

3.2.4 Tests de la forme \b =4

On rappelle d’abord des éléments basiques concernant les tests. On se référe pour cela
a Gouriéroux-Monfort. Les notions importantes sont celles d’hypothése nulle, notée Hy,
et d’hypothése alternative, notée H;. Elles correspondent & une partition de ’ensemble
des lois possibles des observations. Ici compte tenu du fait qu’on se situe dans un cadre
paramétrique (la loi des observations est spécifiée intégralement), ’ensemble des lois pos-
sibles est décrit par I’ensemble des valeurs possibles de tous les paramétres : b, o%. Les
hypothéses que 'on va considérer ici portent sur la valeur d’'une composante du para-
métre ou d’une combinaison linéaire du parameétre : by = b2 pour une valeur donnée de
%, un cas tres fréquent étant celui de la nullité, b2 = 0. On examinera dans le chapitre
suivant des hypothéses portant sur plusieurs parameétres, mais les rappels que 1’on effectue
ici valent pour 'une et 'autre situation. D’une fagon générale, elles vont s’écrire sous la
forme Hy : 0 € ©g et Hy : 0 € O4.

Un test pur est une régle de décision pure c’est & dire une fonction des observations
conduisant & choisir entre la décision dy : Hy est vraie, et d; : H; est vraie. A un test
pur est associé une région critique, en général notée W définie comme ’ensemble des
réalisations des observations conduisant a prendre la décision d;. Les tests peuvent aussi
en théorie étre mixtes. Dans ce cas la régle de décision est mixte. Il s’agit alors d’une
fonction des observations associant & la décision d; une probabilité : compte tenu des
observations y on accepte 'hypothése H; avec une probabilité ¢ (y). Il y a trois grandeurs
essentielles associées & un test : le risque de premiére espéce, le risque de deuxiéme espece
et la puissance du test. Le risque de premiére espéce correspond a la probabilité de de
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rejeter Hy alors que Hy est vraie (i.e. rejeter Hy & tort). Pour un test pur caractérisé par
une région critique W, il s’agit de la fonction Py (W) définie sur ©y Pour un test aléatoire,
elle est définie par Fjy (¢ (y)). On la note « (¢, #) . Dans cette notation, ¢ représente le test
et 0 la valeur du parameétre. Le risque de deuxiéme espéce est a l'inverse la probabilité
d’accepter a tort ’hypothese nulle (i.e. la probabilité de rejeter Hy alors que Hj est vraie. Il
est défini comme 1— Fjy (¢ (y)) pour 6 € O, et dans le cas d'un test pur par 1— P (W). On
note en général cette quantité 3 (¢, ) Enfin la puissance du test représente la probabilité
de rejeter a raison ’hypothése nulle. On la note v (¢, 8). Cette fonction est définie sur
©; et étroitement liée a la fonction de risque de deuxiéme espéce 7y (4,0) = 1 — (¢, 0).
On préférerait des tests pour lesquels les risques de premiéres et seconde espéce soient
les plus faibles possibles. C’est a dire qu’un test est préféré a un autre si les fonctions
de risque de premiére et seconde espéce sont plus faibles. Il existe clairement des tests
minimisant séparément chacun des risques (le test correspondant au rejet systématique
de H; minimise le risque de premiére espéce). Néanmoins on montre facilement qu’il n’y
a pas de test annulant simultanément les deux risques : il est donc nécessaire de se référer
a un principe permettant de sélectionner un test. Le principe retenu est celui de Neyman
qui consiste a privilégier la minimisation du risque de seconde espéce. On considere des
classes de tests caractérisés par un seuil (ou encore niveau) donné a. Ces tests sont tels
que le risque de premiére espéce soit uniformément inférieur a «. Parmi ces tests, on
souhaiterait sélectionné ceux maximisant la puissance. C’est ce que 'on appelle des tests
uniformément plus puissants. Ils sont tels qu’ils maximisent parmi les tests de niveaux
a la puissance pour toute valeur du parameétre correspondant & ’hypothése alternative.
De tels tests n’existe en général pas et on adjoint d’autres propriétés : tests sans biais,
tests invariants... qui permettent de restreindre encore la classe des tests examinés. La
propriété de tests sans biais au niveaux o correspond pour les tests de niveau a au fait
que la puissance du test pour toute valeur du parameétre sous ’hypothése alternative soit
supérieure & . On considére le test de 'hypothése nulle

H()Zbk:bg

contre ’hypothése

Hy: b, # bg
On a alors le résultat suivant

Proposition Considérant la statistique

by, — B0

Ok

S =
le test défini par la région critique

W= {§‘§ <ty (1— a/2)} U {§‘§ > tyoxr (1— a/Z)}
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outy_r—1(1—a/2) estle quantile d’ordre 1 —a/2 d’une loi de Student 4 N — K —1 degrés
de liberté est un test uniformément plus puissant sans biais au niveau o de I’hypothése
Hy contre H;.

On vérifie aistment que ce test est un test au niveau . En effet sous 'hypothése nulle

on a vu que % suit une loi de Student & N — K — 1 degrés de liberté. La probabilité
de rejeter ’hypothese nulle (la probabilité de la région critique) dans ce cas est donc
bien a. Montrer la propriété de sans biais et la propriété concernant la puissance est plus
compliqué (voir les résultats dans Gourieroux et Monfort sur le modéle exponentiel). On
peut aussi définir la région critique par W = {§ ‘ ’5‘ >ty g1 (1— a/2)}

by —b2

Mise en oeuvre du test : on calcule la statistique de Student == Suivant les valeurs
prises par cette statistique, on accepte ou rejette ’hypothése nulle. Si la statistique prend
des valeurs extrémes on rejette I’hypothése, sinon on ’accepte. Le seuil de rejet dépendent
du niveau du test. On considére en général des tests au seuil de 5%. Le quantile d’ordre
97,5% =1 — 2,5% d’une loi de Student dépend du nombre de degrés de liberté. lorsque
ce nombre devient grand, ce quantile est 1.96. On sera donc amené a rejeter au seuil de
5% une hypothese des lors que la statistique de Student en valeur absolue est supérieur a
1.96. Lorsque le nombre de degrés de liberté est plus faible, c’est a dire lorsque le nombre
de variables explicatives est plus important ou lorsque le nombre d’observations est plus
faible, le seuil augmente. Par exemple pour 5 degrés de liberté, le seuil de la région critique
est de 2,56 ; pour 500 degrés de liberté de 1,96 (voire figure 3.1)

Ce test est parfois caractérisé par ce que ’on appelle la p-value. Il s’agit a contrario du
niveau du test pour lequel la statistique observée serait le seuil. Elle est donc définie par la

quantité p — value = P (|S| > ‘§D =2 <1 —F ()§D> lorsque S suit une loi de Student
a N-K-1 degrés de liberté. On acceptera ’hypothese nulle pour un test au niveau « si la

D — value est supérieure a «. En effet compte tenu du fait que F (ty_x—1 (1 — a/2)) =
l—a/2,ona2(l—F(ty-g-1(l—0a/2))) =«

P — value > a <= ‘g) <ty-g-1(1—a/2)

Un test systématiquement mis en oeuvre est le test dit de significativité des parameétres. Il
correspond a I’hypotheése nulle by, = 0. La statistique de Student associée a ce test, nommée
t de Student est définie par by /o). En général n’importe quelle estimation d’un modeéle
linéaire fait par défaut I’hypothése de normalité des résidus. Elle produit la valeur estimée
du parametre la valeur estimée de 1’écart-type, la valeur du t de Student (correspondant
a 'hypothése de significativité du parametre) et la p-value correspondant a ce test.

3.3 Un exemple

Pour illustrer les tests et leur utilisation, on peut calculer la fonction de puissance du
test lorsque la vraie valeur du parameétre varie. On va considérer un modéle & une unique
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Fic. 3.1 — Distribution de Student pour 5 et 500 degrés de liberté
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variable
y=1+xby+u

et on va simuler ce modeéle pour différente vraie valeur du parameétre, allant de 0 & 2. On
va s’intéresser au test de I’hypothése Hy : b = 1. Pour calculer la fonction de puissance
en un point donné by, on utilise des simulations. On titre un échantillon Ech; avec b
comme vraie valeur du parameétre. Sur cet échantillon on applique le test. On retient
la décision d; = 1 si on rejette et d; = 0 sinon. On réplique cette opération avec la
méme vraie valeur sur M échantillons, avec M grand. On a ainsi un ensemble de valeur
(d;);<r - On approxime la valeur de la fonction de puissance par ¢ (by) = d;. C’est bien
un estimateur du nombre de fois ou on a rejeté & raison 1’hypothése. Bien sur, lorsque
by = 1, la quantité calculée n’est pas la puissance mais le risque de premiére espéce. On
peut procéder ainsi pour différentes taille d’échantillons. On considére le cas dans lequel
il n’y a que 20 observations, puis on augmente progressivement ce nombre. On considére
respectivement N = 50, 100, 500, 2000. La figure 3.2 montre le résultat de ces estimations.
On voit que le graphe de la fonction de puissance a une forme de vasque. Si on se situe
au niveau de la valeur testée by = 1, on trouve bien que la proportion de rejet est de 5%,
correspondant au risque de premiére espéce, et ce quelque soit le nombre d’observations.
Lorsque l'on s’écarte de la vraie valeur on voit que la courbe croit : on rejette de plus
en plus souvent le parametre. La croissance est trés vive lorsque le nombre d’observation
est grand : si la vraie valeur est de 0.95, on va rejeter ’hypothése dans 60% des cas. Par
contre, dans le cas de 20 observations, il faut que la vraie valeur s’écarte de plus de 0.5
pour que l'on atteigne des taux de rejet similaire. Ce résultat mérite d’étre noté : avec
un petit nombre d’observations, on est amené a accepter a tort I’hypotheése dans 40%
des cas méme lorsque la vraie valeur est assez éloignée. Lorsque I’écart a la valeur testée
augmente, la probabilité de rejet tend vers 1. Cette valeur est trés rapidement atteinte
lorsque le nombre d’observations est grand, pour des nombres plus petits il faut des écarts
plus importants.

Remarque Dans le cas ou la variance des résidus est connu, on peut trés facilement
calculer la fonction de puissance. En effet dans ce cas

NGl SN IORY

0/0,

Sous Hy : by = 1, on a donc

~

vﬁb_lwAMan

0/0,

et a région critique du test est

~

b—1 b—1
W = {\/N < Qn,a/2} U {\/N > %1,104/2}

0/, 0/,
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c’est o dire en faisant intervenir la vraie valeur du parameétre

b—b by — 1 b—b by — 1
W = {\/N 0<qn7a/2+\/NUOT}U{\/_ 0>qnl a/2+\/_0 }

00, 0/0, 0/0,
On en déduit facilement la fonction de puissance

b bp — 1
P(b0)2®<qna/2+\/_ P )+1_(I)(QH,1Q/2+\/N . )

/Um O-/O-IE

On voit qu’au voisinage de by = 1, la fonction de puissance se développe en

bo — 1\ 2
P (bO) =a+ Qn,lfa/2¢ (QR,lfa/Q) N ( O’/O’x )

Comme la fonction x¢ (x) est décroissante pour x > 1, que pour des valeurs de « faibles
Gn,1—aj2 €St plus grand que 1 et que gy 1o /2 croit avec o, plus a est élevé, plus qp1—a/2¢ (qn,l_a/z)
est grand. On voit que dans ces conditions, les tests ayant des risques de premiére espéce
faibles auront peu de puissance pour des vraies valeurs au voisinage de la valeur traitée.

On voit aussi que la dépendance dans la taille de [’échantillon est en N. Il est clair que
lorsque N tend vers l'infini la puissance du test tend vers 1. Pour étudier la puissance d’un

test on s’intéresse en général a ce que l’on appelle des alternatives locales en déterminant

la puissance pour

bo(N) =1+ 8/VN

ot 1 est la valeur testée et 3 une direction donnée dans l’espace des paramétre (ici comme
le paramétre est de dimension 1 cette caractéristique tombe).

3.4 Comparaison avec ’estimateur du Maximum de
Vraisemblance

On peut aussi directement appliquer I'estimateur du maximum de vraisemblance aux
données. La vraisemblance s’écrit :

L (y,z,b,0%) = —0.5Nlog (2r) — 0.5N log (0%) + 0.5 (y — zb)’ (y — xb) /o”

Proposition L’estimateur du maximum de vraisemblance du paramétre b est identique
a lestimateur des mco. Il a les mémes propriétés que l’estimateur des mco : sous les hy-
pothéses H1 — H4 & H,,, il suit une loi normale centrée sur la vraie valeur du paramétre
et ayant pour matrice de variance Vy, = o2E (¢/z)”". L’estimateur du mazimum de vrai-
semblance du paramétre du second ordre o* se déduit linéairement de l'estimateur des mco
de ce paramétre par application d’un facteur (N — K — 1) /N. Cet estimateur n’est donc
pas sans biais, mais il est indépendant de l’estimateur du MV du paramétre b.
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3.5 Résumé

1. Dans ce chapitre on a examiné les propriétés de I’estimateur des mco lorsque la loi
de u conditionnellement aux variables explicatives z est une loi normale de moyenne
nulle et de matrice de variance oIy.

2. On a montré que 'estimateur des mco suit une loi normale, que 'estimateur de la
variance des résidus suit convenablement normalisé une loi du x? et que ces deux
estimateurs sont indépendants.

3. On a vu que 'on pouvait utiliser ces résultats pour obtenir un estimateur sans biais
de la matrice de variance de ’estimation du parametre.

4. On a vu que pour une composante donnée k du parameétre E’“gk bk o Student (N-K-1)
5. On a appliqué ce résultat pour définir une région de confiance pour le paramétre et

mettre en oeuvre des tests.

6. On a vu en particulier que la région critique pour le test de significativité d’un pa-
rameétre correspondait a des valeurs extrémes du t de Student. Le caractére extréme
s’appréciant par rapport au niveau du test.

3.6 Annexe : Distribution de la norme de la projec-
tion d’un vecteur normal

Considérons Z ~» N (0,11), et P est un projecteur orthogonal sur un sous espace de
dimension Ly alors Z' PZ ~ x*(L).

L’hypothése sur P revient a dire que P est une matrice symétrique et que ses valeurs
propres sont 0 ou 1. Comme P est symétrique, on peut la diagonaliser dans le groupe ortho-
gonal. On peut donc écrire P = Q'PQ, avec Q'Q = I et P = Diag( 1,...,1 ,0,...0)

L1éléments non nuls
On définit Z7* = QZ.
Z* est aussi un vecteur normal N (0, I) puisque

1. C’est un vecteur normal puisqu’il est combinaison linéaire d’un vecteur normal

2. 1l est d’espérance nulle puisque E (Z*) = E(QZ) = QE (Z) =0

3. Il est de variance identité puisque V (Z*) = E(Z*Z") = E(QZZ'Q') = QE (ZZ") Q' =
QILQ'=QQ =1,

On a alors Z' PZ = Z’Q’ﬁQZ = Z"PZ* = f:ll Z2. Cest donc la somme du carré
de L, variables normales indépendantes de moyenne nulle et de variance 1. Par définition
elle suit un x? (L)
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Chapitre 4

Estimation sous contraintes linéaires

On peut souhaiter estimer un modéle économétrique linéaire en incorporant une in-
formation a priori sur les parameétres prenant la forme de contraintes linéaires. On peut
aussi vouloir tester si certaines relations entre les parameétres sont bien acceptées par les
données. Les résultats obtenus au chapitre précédent ont montré comment tester des hy-
pothéses trés simples, s’écrivant sous la forme Hy : by = b)), oul b)) est une valeur donnée.
On va examiner ici un cas un peu plus général dans lequel les hypothéses que 1'on veut
tester, ou bien les contraintes que 1’on veut imposer font intervenir une ou plusieurs com-
binaisons linéaires des paramétres. On va montrer obtenir un estimateur différent de celui
des moindres carrés ordinaires, appelé estimateur des moindres carrés contraints (mcc)
et on va montrer ses deux propriétés principales : ’estimateur des mcc est toujours plus
précis que 'estimateur des mco ; I'estimateur des mcc est non biaisé seulement si la vraie
valeur du parameétre satisfait les contraintes imposées. Il y a donc un arbitrage entre ro-
bustesse et précision des estimateurs. Un tel arbitrage est trés fréquent en économétrie.
On va aussi introduire un test trés utilisé permettant de tester des contraintes linéaire. Ce
test est connu sous le nom de test de Fisher, et on va voir comment le mettre en oeuvre
simplement a partir de deux régressions, 1'une par les mcc et ’autre par les mco.

Exemple Homogénéité du progrés technique. On considére une fonction de production
faisant intervenir le capital et le travail. On fait Uhypothése que le facteur travail n’est pas
homogéne. Il fait intervenir différents types de main d’oeuvre, pas tous aussi efficace les
uns que les autres.

Y = F(AciCI, AxK, A Ly, . .., AvLar)

La dérivée logarithmique s’écrit donc

dlog F dlog F
logY = ————(dl 1 log A log K log A
dlog dlog(]l(d og CI + dlog CI)+dlogK(d og K +dlog Ak) +
dlog F' dlog F'
dlog L, + dlog A coo 4+ ———— (dlog L dlog A
leng( og Ly + dlog A;) + +d10gLM( og Ly + dlog Ay)

39
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Sous ’hypothése de rendements constants et de concurrence parfaite sur le marché des
biens et des produits, la part de la rémunération de chaque facteur dans la production

. N P . dlog ' __ _ coiCI
est égale a ’élasticité de la production. On peut donc mesurer Tog0T — TCI = ==,
dlog ' __ _ K dlog ' __ _ WmLm 94 . .

Toe K — TK = &5 €l g = My = “87 On a donc ’équation :

dlog SR = mgrdlog Acr + wrdlog A, + midlog Ay + - - - + mardlog Ay

ot dlog SR = dlogY — mordlog Cl — mxdlog K — midlog Ly — - - - — mprdlog Ly mesure
le Résidu de Solow, c’est a dire la part de la croissance qui n'est pas expliquée par celle
des facteurs de production. On suppose que les entreprises peuvent ou mon adopter une
mmnovation. On considére I une variable indicatrice prenant la valeur 1 st une entreprise
a adopté une innovation et 0 sinon. On modélise

dlog A,, = aom + arml + u

Les gains d’efficacité des facteurs de production font donc intervenir un terme fixe propre
au facteur, un terme dépendant du fait que ’entreprise ait innové et un terme aléatoire
commun & tous les facteurs. On obtient alors I’équation
dlog SR = mk.(aox — aocr) + 1. (@01 — aocr) + -+ - + Tar (@onr — aocr) +
+]7TC].CL[C] + Iﬂ'K.CL[K —|—I7T1.CL]1 + -+ ]7TCL]M +u
ot on utilise le fait que la somme des parts vaut 1. Les régresseurs sont donc les parts des
facteurs et les parts des facteurs interragies avec la variable d’innovation. On peut sur

cette base formuler un certain nombre d’hypothéses :
— HO(L) : Homogénéité de leffet de l’innovation sur le facteur travail.

arp = =aim

— HO(L,K,CI) : Homogénéité de Ueffet de l’innovation sur les facteurs.

arcr = Gjg = a1 = - =0arpm

— HO(L=K=CI=0) : Absence d’effet de l’innovation sur les facteurs.
ajcr=arg =ap =---=ary =0

— HO(K=CI=0) : Absence d’effet de l'innovation sur le capital et les consommations
intermédiaires.
arcr = arg =0
— HO(K=CI=0,L) : Absence d’effet de l’innovation sur le capital et les consommations
intermédiaires et homogénéité sur le travail.

acr =arg =0, an =+ =ary
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Le nombre de contraintes est bien sir différent d’une hypothése a l'autre

Hypothese Nombre de contraintes
HO(L) M—-1

HO(L,K,CI) M+1
HO(L=K=CI=0) M+2

HO(K =CI =0) 2

HO(K =CI=0,L) M+1
Plusieurs questions se posent :

1. Comment tenir compte de cette information a priori dans la procédure d’estimation
des parameétres du modele ?

On va introduire un nouvel estimateur : estimateur des moindres carrés contraints :

~

meC

2. Quelles sont les conséquences de cette prise en compte pour les estimations obte-
nues ?

On va voir que les estimations obtenues sont toujours plus précises que celles
des mco mais que par contre elles ne sont sans biais que si la contrainte imposée est
vérifiée par la vraie valeur du parameétre. Il y a donc un arbitrage que ’on retrouve
souvent en économétrie, entre robustesse et efficacité. La robustesse correspond a
I’obtention d’estimateurs non biaisés sous des hypotheses plus faibles. Ici I'estima-
teur des mco est robuste car il est sans biais que les contraintes soient satisfaites
ou non par la vraie valeur du parameétre. L’efficacité correspond a 1’obtention d’es-
timateurs les plus précis possibles. Ici 'estimateur des mco n’est pas le plus efficace
puisque l'estimateur des mcc a une variance plus faible.

3. Peut-on tester I'information a priori?

Dans le cas présent, on pourrait tester I’hypothése de constance des rendements
avec un test de Student. Néanmoins, on va voir que dans le cas général, lorsqu’il
y a plus d'une contrainte, un tel test n’est plus suffisant. On va introduire un test
trés courant qui généralise le test de Student : le test de Fisher. Comme précédem-
ment, alors que l'on peut répondre aux deux questions précédentes dans un cadre
général ne faisant des hypothéses que sur les moments d’ordre 1 et 2 des pertur-
bations conditionnellement aux variables explicatives, la possibilité d’effectuer des
tests requiére de spécifier la loi conditionnelle des perturbations

4.1 Formulation

On considére le modéle linéaire :

[«
I
1)
S8
+
IS
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dans lequel on fait les hypotheéses H1-H4 et pour lequel la vraie valeur du parameétre
vérifie le systéme de p contraintes linéaires :

Rb=r

R est une matrice donnée p x (K + 1), et r un vecteur donné p x 1.
Il y a de toutes évidences des contraintes qui pésent sur cette formulation.

1. Il ne doit pas y avoir de contraintes redondantes. Ceci impose que RA =0= A =0

2. Il doit y avoir une solution non unique a I’équation Rb =r

Ces deux contraintes imposent que R soit de rang p et que le nombre de contraintes p
soit au maximum égal & (K + 1) — 1. En effet si on en avait K + 1 ou plus, on pourrait
en sélectionner K + 1 par exemple R0 = r; et on pourrait alors calculer le parametre
b= R;!' ri. il n’y aurait plus de probléme d’estimation.

Exemple Considérons a nouveau l’exemple précédent. Le modéle s’écrit

legSR = WK'bOK —|—7T1.b01 + - +7TMb0M +
+I7TCI~QICI + IT('K.CL[K + ]7T1.CL[1 +-- IT('(I]M +u

Dans le cas de Uhypothése HOL : apy = -+ = agp, on peut écrire les contraintes sur les
parameétres comme ayy — apy = 0,--- ,ar —apn = 0, c’est a dire :

(bl, arcr, aIK>,

01 -1 0 0 an
0o : 0 "-. 0 ar =0
01 0 0 -1

arnm

4.2 L’Estimateur des Moindres Carrés Contraints (MCC)

Definition L’estimateur b,,.. de b est défini comme le paramétre minimisant la somme
des carrés des résidus et satisfaisant les contraintes Rb =r :

miny (y —z 0)'(y — 2 b)
Sc:Rb=r

Proposition L’estimateur des MCC' a pour expression
Bmcc _ (17/.1')_1 &ly _ (ilﬁ)_l R/ [R(ﬁlﬁ)_l R,} -1 [R(ﬁlﬁ)_l ily N ’I“]
et s’exprime simplement a partir de Domco

ZA)mcc = Bmco - (ﬁli)il RI [R<£I£)71RI] - [R I;mco - T]
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On voit directement sur cette expression que l'estimateur des MCC apporte une
correction a l'estimateur by, et que cette correction est d’autant plus importante que
Rb,co — 7 # 0. Dans le cas ou Rb,,., = 7, les deux estimateurs sont identiques.

Démonstration Pour trouver l’expression de l’estimateur on écrit le Lagrangien :

1

L =5y —ab)(y — ab) + (Rb —r)'A

A multiplicateur de Lagrange : vecteur de dimension p X 1

L ~
g_b mee - zl g—’_ (:L"(E) bmcc + R/ A=0
oL -
a o Rbmcc r=20

De la premiére condition on tire : byee = (2'z)~? (g’ y— R 5\>

Introduit dans la deuziéme condition il vient ’expression R (z'xz)™! <£’ y— R ;\> =r
soit R (z'z)" 'R’ A=R (z'z) 2y —r

dont on tire A = [R ('z) 'R’ (R (z/z)'z'y — 7]

réintroduit dans on trouve l’expression de b,

A

4.3 Espérance et variance de b,

Proposition Sous I’hypothése H2 et sous ’hypothése H. : Rb = r, [’estimateur des mcc
est sans biais. En revanche, sous l'hypothése H2 seule, ’estimateur est biaisé et le biais
dépend linéairement de Rb — r

E (Emcc Iz> =b—(zz)" R [R(2'z)" R]™" [Rb—1]

Sa variance est donnée sous H2 — H4 par

-1

v (bm |£> =0 [@E)” —(2z)"' R [R (') R]

idépendamment de ’hypothése H,

Ainsi I'estimateur des moindres carrés contraints est potentiellement biaisé, mais on
voit qu’il est aussi plus précis que I'estimateur des mco. Sa variance est en effet donnée
par :
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1

v (Bmcc !z) =V (bneoc !z) —o*(2'z) 'R [R(z'z) 'R']  R('z)”"

et comme (2/z) 'R’ [R(z’z) *R')"" R(z'z)™" est une matrice symétrique et positive on
en conclut que

V (bnle) 2V (bole)

Il y a donc un arbitrage entre robustesse et efficacité. Introduire plus de contraintes
améliore la précision des estimations mais risque de conduire a des estimateurs biaisé. A
I'inverse, moins de contraintes produit des estimateurs plus robustes mais moins précis.

Démonstration Compte tenu de l’expression
ZA)mcc = Bmco - (ﬁli)il RI [R<£I§)71RI] - [R I;mco - T]
et du fait que bmeo €5t un estimateur linéaire sans biais de b sous ‘hypothese H2 :

E (bnee|z) = b= (') R [R@2)" B] ™" [Rb -]

On voit donc que sous l’hypothése H. : Rb=1r, on a F <i)mcc |g) = b. En revanche si les

contraintes ne sont pas satisfaites il existe un biais

avec B = —(z'z) 'R [R(z'z) 'R " [Rb — 7]

On vérifie que ce biais est systématiquement différent de 0. En effet, si Rb—r # 0 alors
A= [R(z'z) 'R [Rb—r] est aussi différent de 0 et donc B = —(z/z) " R'\. Comme les
contraintes sont non redondantes, et A # 0, on ne peut avoir R'\ = 0.

On a en outre

buce = B (bueelz) = (bueo = b) = @)™ B [R@'2) R] " R (bco D)
= [f — (¢z)' R [R(@'z) 'R R] (Z'z) ‘2w

On introduit H = (2/z) 'R [R(z’z)"'R]" R. Cette matrice vérifie les propriétés sui-
vantes

On a donc
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Par conséquent comme E [uu' |z] = o*I :

V (bl - B (b & (,mcm))(,mc—za(amﬁz))Wg}

= o*[I—- H](22)"" [I - H
En développant, compte tenu des propriétés de H

v <5mcc |§> = o’ [(2'z)" — H(z'z)™ — H'(z'z)" + H(z'z) " H']
— 0,2 [(zli)fl o H(ilg)fl}

4.4 Estimateur de la variance des résidus o

Comme pour 'estimateur des mco, on peut définir le vecteur des résidus estimés
U, = g —Z bmcc
On peut comme dans le cas des mco définir un estimateur de la variance des résidus a

partir de la somme des carrés de ces résidus.

Lemme On peut écrire le vecteur des résidus estimés dans le modéle contraint comme
la somme de deux termes orthogonauz, le vecteur des résidus estimés par les mco d’une
part et un terme appartenant a l’espace engendré par les x d’autre part

G,=G+Pu=0+Q
ot P, = z(z'z) 'R [R(z'z) 'R " R(z’z) 'z’ est un projecteur orthogonal sur un sous
espace de [’espace engendré par les x.

Démonstration On a l'ezpression de u,

U, = gb+u—2bypee=[I—z[l—H](2z) 2] u

C

= [M,+zH(Zz) 2| u
avec M, = (I —z (g’g)_l g’) . On introduit

P.=zH(Zz) "2 = z(2'z) 'R [R(z'z) ' R] ' R(zz) '

On a directement P? = P, et P! = P.. En outre P.z = z (H(2'z)"'2'2) appartient a
[’espace engendré par les x.
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Proposition Sous les hypothéses H2— H4, et H.., l'estimateur de la variance des résidus

A~ A~ ~ o~
6'2 — Ul — Zn UpeUne

© N—-(K+1)4p N—-(K+1)+p

est sans biais.

Une différence importante avec l’estimateur issu des mco correspond au nombre de
degrés de liberté. Ici il s’agit de N — K — 1 + p. Avec 'estimateur des mco, le nombre de
degrés de liberté est plus faible : N — K — 1.

Démonstration L’expression de i, : u, = u+ P.u = u + u conduit directement a

o~ A~ I~ ~f~
U, =UU+UlU

e

u et u sont en effet orthogonaux puisque u est la projection de w sur l’orthogonal de x et
u une projection de w sur un sous espace de l’espace engendré par les x. Donc

E (4, |z) = E@ilz) + E@ulz) = 0®[(N - K - 1)+ Tr(R)]
En outre

Ty (Pc) — TR <£<£/£)—1R/ [R(&lg)ilRl] -1 R(glg)—lzi>

4.5 Lol de ’estimateur des moindres carrés contraints

Comme dans le cas non contraint, on peut préciser la loi de ’estimateur des moindres
carrés contraints lorsque les résidus sont distribués suivant une loi normale. On fait ici
I’hypothése que les contraintes sont satisfaites, c’est a dire que la vraie valeur du parametre
by satisfait effectivement Rby = r

Les résultats du Théoreme de Cochran se généralisent

Proposition Sous l’hypothése H, :

1. L’estimateur du paramétre des mco /b\mcC est distribué comme une loi normale de
moyenne b, la vraie valeur du parameétre, et de matrice de variance V' <l;mcc |z > =
o?[(@'z)™ — H(z'z)™]

. ~2 ., . . . . .
2. L’estimateur o convenablement normalisé, est distribué suivant une loi du x>

mcece?

N — (K 4+ 1) + 9] 20 32 (N — (K 1) +p)

o2
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3. bmee €t o2 .. sont indépendants

~

4. Considérant la k™ composante de [’estimateur, on a by (k) — bo (k) / Omee (k)
suit une loi de Student & N — (K 4 1) + p degrés de liberté

Démonstration Compte tenu de ’expression de l;mcc

bmee = (2z)7" 2y — (2z) " R [R(

— b4 (g/g)—l Qlﬂ— (&li)_l R R(g’g)_l R/]*l R(@'g)_l glg
lorsque les contraintes sont satisfaites, on voit directement que l’estimateur est normal
lorsque les résidus sont normaux puisque l’estimateur est une combinaison linéaire du

résidu. On a en outre R
bee —b= (I — H) (2'z) " 2'u

et
@c: [Mx+Pc]Q

avec M, = (I -z (g’g)fl g’) et P.=xH(2'z)"'2’. On vérifie donc sans peine que I
u, sont non corrélés et donc indépendants :

E ((bnee =) @) = B(( - H) (@'2) " ' [M, + Fl)) = 0* (I - H) () ' [M, + P

= 0
= o*(I-H)H(Zz) 2 =
puisque H? = H. Les points qui suivent sont immédiats.

Exemple On peut mettre en oeuvre les estimations de la fonction de production avec
innovation. On dispose d’un échantillon de 3627 observations. On a introduit une distinc-
tion entre travailleurs jeunes et vieux. Le nombre de catégorie de travailleurs considéré
est donc M = 2. On considére la régression sous [’hypothése alternative H1

legSRZ WK-bOK"i_ﬂ-l'bOl + - —|—7TMb0M—|—I7TC[CL]C[+I7TK.CL[K+I7TLGIL +Xd+u

ainsi que les différentes spécifications contraintes introduites précédemment :

— HO(L) : Homogénéité de leffet de 'innovation sur le facteur travail. apy = -+ = ajpy

— HO(L,K,CI) : Homogénéité de leffet de l'innovation sur les facteurs. ajcr = arg =
arp =" =aim

— HO(L=K=CI=0) : Absence d’effet de linnovation sur les facteurs. ajc; = ajx =
app =-+-=ary =0

— HO(K=CI=0) : Absence d’effet de l’innovation sur le capital et les consommations
intermédiaires. ajcr = arg = 0

- HO(K=CI=0,L) : Absence d’effet de l’innovation sur le capital et les consommations
intermédiaires et homogénéité sur le travail. arx =0, apy = -+ = ary
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Les résultats sont reportés dans le tableau 4.1. Pour chacune des spécifications on
reporte la valeur estimée du coefficient ainsi que [’écart-type estimé. Ces deux informations
permettent de faire des tests d’hypothéses simples (en particulier de nullité de chaque
coefficient pris individuellement). La loi suivie par les t de Student que l'on peut former
est une loi de Student a 3627-12 degrés de liberté pour la spécification alternative H1. 11
varie ensuite d’une colonne a l'autre suivant le nombre de contraintes introduites. Dans la
premiére spécification, le nombre de contrainte est de 1, le nombre de degrés de liberté est
donc 3627-12+1. En théorie les valeurs critiques des t de Student pour un test & un niveau
a donné difféerent d’une colonne a l'autre puisque la loi n’est pas la méme. Néanmoins ici
le nombre de degrés de liberté est grand et dans ce cas la distribution d’une loi de Student
se confond avec celle d’une loi normale : la valeur critique est donc la méme pour chaque
régression. Dans le cas d’un test a 5% la valeur critique est ainsi de 1.96. On acceptera
donc U'hypothése de nullité de chaque paramétre pris individuellement si le ratio entre le
coefficient et son écart-type est en valeur absolue inférieur a 1.96.

On woit sur les estimations du modéle non contraint que l’effet de linnovation sur
Pefficacité des facteurs semble assez différentes d’un facteur a l'autre. Le coefficient du
capital apparait négatif et grand en valeur absolue alors que le coefficient pour les jeunes est
positif et grand. Néanmoins on voit que les estimations sont imprécises et les tests d’égalité
des coefficients pris individuellement sont souvent acceptés. En fait seul le coefficient
pour la part des jeunes est significativement différent de zéro. On est typiquement dans
une situation dans laquelle les résultats sont robustes mais peu précis. On sent bien qu’il
y a la moyen de gagner en précision de fagon importante en imposant des contraintes
supplémentaires.

On voit néanmoins que chacune des spécifications contraintes conduit o des modifica-
tions importantes des coefficients : si on impose [’homogénéité sur I’ensemble des facteurs,
on parvient a une efficacité trés faible pour chaque facteur. Si on impose en revanche la
nullité pour le capital et les consommations intermédiaires et [’homogénéité sur le travail,
on voit que leffet sur le travail est important, de l'ordre de 0.05, significativement dif-
férent de zéro. Face a cette forte sensibilité des résultats aux hypothéses effectuées il est
important de pouvoir mettre en oeuvre des tests qui permettront de guider le choix vers
une spécification plus qu’une autre.

4.6 Estimation par intégration des contraintes

Le probléme d’estimation sous contraintes peut se ramener au résultat classique d’esti-
mation par la méthode des moindres carrés en intégrant directement les contraintes dans
le modele. On peut en effet utiliser les p contraintes pour exprimer p parameétres parmi
les k + 1 & estimer en fonction des (k + 1 — p) autres parametres.

Par exemple, on ré-écrit les contraintes Rb = r comme :
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H1 HO(L) HO(LK,Cl)  HO(L=K=CI=0) HO(K=CI=0)  HO(K=CI=0,L)
Constante 0.00 (0.01)] 0.00 (0.01)[ -0.01 (0.01)| 0.00 (0.01)[ -0.01 (0.01)| -0.01 (0.0L
part capital | 0.08 (0.04)| 0.08 (0.04)| 0.04 (0.03)| 0.04 (0.03)| 0.04 (0.03)| 0.04 (0.03
partjeunes | 0.15 (0.06)| 0.18 (0.05)| 0.21 (0.05)| 0.20 (0.05)| 0.17 (0.05)| 0.20 (0.05
part vieux -0.03 (0.03) | -0.04 (0.03)| -0.01 (0.03)| -0.01 (0.03)| -0.01 (0.03)| -0.02 (0.03
I*part capital | -0.11 (0.06) | -0.11 (0.06) | 0.01 (0.01)| 0.00 (0.00)| 0.00 (0.00) | 0.00 (0.00)
I*part Cl 001 (0.02) | -001 (0.02)| 0.01 (0.01)| 0.00 (0.00)| 0.00 (0.00)| 0.00 (0.00
I*part jeunes | 0.19 (0.09) | 0.09 (0.03)| 0.01 (0.01)| 0.00 (0.00)| 0.12 (0.09)| 0.05 (0.02
Ipartvieux | 0.06 (0.05)| 0.09 (0.03)| 0.01 (0.01)| 0.00 (0.00)| 0.02 (0.04)| 0.05 (0.02
Sectl 0.01 (0.01)| 0.01 (0.01)| 0.01 (0.01)| 001 (0.01)| 001 (0.01)| 0.01 (0.01
Sect2 0.03 (0.01)| 0.03 (0.01)| 0.03 (0.01)| 0.03 (0.01)| 0.03 (0.01)| 0.03 (0.01
Sect3 001 (0.01) | -0.01 (0.01)| -0.01 (0.01)| -0.01 (0.01)| -0.01 (0.01)| -0.01 (0.01
Sectd 0.02 (0.02)| 0.02 (0.02)| 0.02 (0.02)| 0.02 (0.02)| 0.02 (0.02)| 0.02 (0.02

TAB. 4.1 — Résultats des estimations par les MCC

r=[Ry, Ry ( p

b

avec R, une sous matrice de R de dimension p X p supposée inversible, R, une autre sous
matrice de dimension p X (K + 1 — p), b; un vecteur de dimension p x 1 et by un vecteur
de dimension K +1—p x 1

On peut alors écrire r = Ry by + Ry by soit encore :

bl = Rl_l [T’ — R2 bg]

Par conséquent, le modeéle peut se réécrire :

Ceci revient a estimer :

Y —z, Ryt r = [l2 -z Ry Rﬂ by +u

y=z; b+, bo+u=z [R'(r— Ry bo)] + 25 by +u

Le modele ainsi écrit ne dépend plus alors que de (K + 1 — p) parameétres a estimer
sans contraintes. Les p autres parameétres se déduisent de ceux-ci par la relation : b; =

R;IT—RQbQ

Exemple Cette intégration peut en pratique étre extrémement simple. Si on reprend le
cas de l'exemple précédent, dans le cas de la spécification HOL : ajy = -+ - = ajp, on écrit
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arp = a,...,ary = ar. On a ainsi

dlog SR = mg.box + m1.bo1 + - + marbors + Imor.arer + Imi.arg +
Imi.ap + Imsap + - -+ Impyap + u
= mx.box + m1.boy + -+ + Tybon + ITer-arcr + ITk.arx +
(Imy + Img+ -+ Imp)ap +u

On voit donc que l’estimation par intégration des contraintes dans ce cas spécifique consiste
a introduire la somme de toutes les variables concernées par la restriction.

4.7 Tester les contraintes : le test de Fisher

Les résultats précédents sont valables sous les hypothéses H1 — H4, qui ne spécifient
que les deux premiers moments de la loi des résidus conditionnellement aux variables
explicatives. On peut comme dans le cas des mco vouloir apprendre plus sur les parameétres
estimés et en particulier sur leur loi pour pouvoir faire des test d’hypothéses. Parmi ces
tests potentiels figure naturellement I’hypothése imposée aux parameétres :

H=H.:A=Rb—r=20

Une fagon naturelle de tester 'hypothése consiste a examiner si l'estimateur des mco
satisfait approximativement les contraintes. On construit donc la quantité A = Rb —
r, et on examine si elle est proche de zéro. Sous I'hypothése nulle on sait que A ~
N (0,02R(2'z)*R').

Rappel : Z ~ N (0,V) avec V inversible, alors Z'V1Z ~ x? (dim (Z))

On sait donc que sous Hy on a A/ [R(z'z) 'R AJo? ~ x2(p). Toutefois, cette
relation ne peut étre utilisée directement puisque o2 est inconnue. Comme pour le test de
Student, on remplace cette quantité inconnue par un estimateur : 52 . Cette statistique
convenablement normalisée suit comme on 1’a vu une loi du 2.

Definition La loi de Fisher a q1 et qo degrés de liberté, notée F(q1, qz) est définie comme
le ratio de deuz lois du x*, divisées par leurs degrés de liberté : Si Q1 ~ x? (q1) et Qa ~
X2 (q2) et Q1 L Qy alors Z = g;—%; ~ F(qi,q)

Proposition Lorsque les hypothéses H1, H2, H36/H) ainsi que I’hypothése H, de nor-

malité des résidus, on peut effectuer un test de I’hypothése Hy : Rb—1r = 0 en considérant
la statistique de Fisher :

~ 1A' [R@z) 'R A
potMRED TR A | N - k1))
D o
ot A = RIA)mCO —r . Sous l’hypothése Hy F suit une loi de Fisher a pet N—(k+1) degrés
de liberté. Le test caractérisé par la région critique

W={F|F>aq.a(Fp,N - (k+1))}
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est un test UPP dans la classe des tests invariants, ot q1_o (F(p, N — (k+1))) est le
quantile d’ordre 1 — « de la loi de Fisher a p et N — (K + 1) degrés de liberté.

Démonstration La preuve du résultat concernant la distribution de la statistique sous
Hy découle directement de Q1 = A [R(z/z) 'R 3/0 ~ x%(p), de Q2 (N—(K+1)% o
X?Vf(KJrl)’ et du fait que comme A’ [R(z'z) ‘R A/U est issu de bmeo qui est indépen-
dant de 5° Q1 et Qy sont indépendants. On a alors par définition de la loi de Fisher

AN [R(z'z)'R) " AJo? / (N-(K+1)5  N[R@z)'R]'A
On voit aussi directement que le test est un test au seuil o puisque le risque de premiére
espéce P (W,0) pour 8 € ©q est par définition de la région critique o. Pour le résultat
d’optimalité, il faut noter que le test est optimal dans la classe des tests invariants, c’est
a dire dans la classe des tests ne changeant pas lorsque on applique une transformation
bijective aux données.

On peut obtenir une expression de la statistique du test de Fisher la rendant tres
simple & mettre en pratique. Cette expression ne fait plus intervenir 'écart Rbyneo —r mais
uniquement les sommes des carrés des résidus dans les estimations du modéle contraint
SCR¢ et non contraint SCR.

AR )R] A
Proposition La statistique de Fisher F = % [P 12 ?] se réécrit simplement a

partir des sommes des carrés des résidus dans le modéle contraint et non contraint

1A' [R@@z) 'R A SCRc—SCR N (kD)

F= _
D 5° SCR P

Démonstration FEn effet : b = (z'z) ™ z'y = b+ (z'z)~" z'u donc sous Hy, on a :
A= [

Rb—r = R(z'z)"" 2. La quantité N [R(z'z) " R|"" A s’écrit donc simplement :
A'[R(z'z)'R] ' A =vz(@'z) 'R [Rz'z)'R] " R@'z)™ z'u

On reconnait dans cette expression la matrice Po = x(2'z) 'R [R(z'z) 'R/ ]71 R(z'z)™t o/
introduite dans le lemme décomposant le résidu dans le modéle contraint comme

u=u+Pu=u+u

On a donc A [R(g’g)’lR’]fl A = u' Pou = wu. On en déduit donc
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D’ou lexpression de la statistique communément utilisée :

Ao SCRC—SCRXN—(k;Jrl)
N SCR
~ F(p,N—(k+1))

SCR est la somme des carrés des résidus estimés sans contraintes et SCRq est la somme
des carrés des résidus estimés sous contrainte.

4.8 Applications du test de Fisher

4.8.1 Un test en deux étapes

La mise en oecuvre du test de Fisher d’un ensemble de contraintes Hy : Rb —r = 0 se
fait en plusieurs étapes.

1. On estime le modeéle avec et sans contraintes. Dans chacun des cas on récupére les
résidus estimés ou directement la somme des carrés des résidus SCRg = @6@0 et
SCR = u'u.

2. On calcule alors la statistique F et on la compare au fractile d’ordre (1 — «) de la
loi F(p, N — (K +1)), noté F(1 — «).

3. Si F' > F(1 — «) alors on rejette Hy : la somme des carrés des résidus estimés sous
contraintes différe trop de celle des carrés des résidus estimés sans contrainte pour
accepter que Hj est vraie.

4. Si F < F(1 — «), on accepte ’hypotheése Hy.

Exemple Homogénéité du progrés technique. On considére la régression non contrainte :

dlogSR = WK.bQK—f—ﬂ'l.b()l + +7TMbOM+ (44)
+]7TC[.CL[CI+I7TK.(11K+I7T1.(1]1 + .- +I7TCL[M+XC—|—U

ou on tntroduit en plus des variables de controle.
— HO(L) : Homogénéité de leffet de 'innovation sur le facteur travail. apy = -+ = ajpy
— HO(L,K,CI) : Homogénéité de leffet de l'innovation sur les facteurs. ajcr = arg =

app = =aim
— HO(L=K=CI=0) : Absence d’effet de linnovation sur les facteurs. ajc; = ajx =
app=---=ajy =0

— HO(K=CI=0) : Absence d’effet de l’innovation sur le capital et les consommations
intermédiaires. ajcr = arg = 0

- HO(K=CI=0,L) : Absence d’effet de l’innovation sur le capital et les consommations
intermédiaires et homogénéité sur le travail. arx =0, apy = -+ = ary
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SCR p F Seuil a 5% p-value
H1 97.099 3616
HO(L) 97.13 1 1.15 3.84 0.28
HO(L,K,CI) 97.384 3 3.53 2.6 0.01
HO(L=K=CI=0) 97.491 4 3.63 2.37 0.005
HO(K=CI=0) 97.246 2 2.73 2.99 0.065
HO(K=CI=0,L) 97.266 3 2.07 3.53 0.10

TAB. 4.2 — Test de Fisher

Pour tester chacune de ces hypothéses contre Uhypothése nulle Hy (pas de restrictions
sur les coefficients ajcr, ark, an, -+ ,ar) on peut considérer la régression sous I’hypo-
these alternative ainsi que les régressions intégrant les différentes contraintes. Pour mettre
en oeuvre le test de [’hypothése d’une spécification contrainte, on considére la somme des
carrés des résidus sous l’hypothése nulle la somme des carrés des résidus sous [’hypo-
thése alternative ainsi que le mombre de degrés de liberté et le nombre de contraintes.
Le tableau 4.2 reporte les informations pertinentes pour mettre en oeuvre le test. Si on
prend par exemple le cas de la derniére spécification la somme des carrés des résidus
vaut 97.266 sous l’hypothése nulle et 97.099 sous I’hypothése alternative. Le nombre de
contraintes introduites est 3 et le nombre de degrés de liberté sous l’hypothése alternative
est N — K +1 = 3616. La statistique de Fisher vaut donc

SCRqc — SCR - (k+1) 97.266 — 97.099 3616
SCR p N 97.099 3

Sous Uhypothése nulle cette quantité est distribuée suivant une loi de Fisher a 3 et 3616
degrés de liberté dont le quantile d’ordre 95% est 3.53. Comme la valeur estimée est
inférieure & cette valeur seuil, on accepte U'hypothése. On peut aussi regarder la p-value
qui est la probabilité pour qu’une loi de Fisher a a 3 et 3616 degrés de liberté excéde la
valeur obtenue (2.07). On trouve une probabilité de 10%que l’'on compare a la valeur seuil
choisie.

On voit que parmi toutes les contraintes essayées certaines sont rejetées. Statistique-
ment on ne peut accepter en particulier ’hypothése que l'effet est homogéne entre tous
les facteurs (spécification HO (L, K,CI)). Cette spécification conduisait on l'a vu & des
coefficients trés faible, loin des valeurs calculées dans la spécification non contrainte. Par
contre on voit que les hypothéses d’homogénéité de Ueffet sur le travail HO (L) et de nullité
de Ueffet sur le capital et les consommations intermédiaires HO (k = CI = 0) sont accep-
tées. En outre U'hypothése globale réunissant ces deux contraintes HO (K = CI =0, L) :
homogénéité de l’effet sur le travail et nullité de ’effet sur le capital et les consommations
intermédiaires, est acceptée. Il est intéressant de remarquer que le test de [’hypothése glo-
bale HO (K = CI =0, L) passe un peu mieux que le test de I’hypothése HO (K = CI = 0)
comme en témoigne les p-values (10% contre 6.5%). On aurait pu & la limite rejeter I’hypo-
thése H (K = C1I = 0) mais accepter l’hypothése plus contraignante HO (K = CI =0,L).
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4.8.2 Test de la nullité globale des parameétres

Dans le modeéle

k=J k=K
Y= bmH—ngbk + Z by +u
k=1 k=J+1

on veut tester I’hypothése de ’égalité a une valeur donnée de plusieurs coefficients. Hy :
by =09, by =05,...,b; = bY. La différence avec le test de Student standard est qu’on
souhaite faire un test global, sur I'identité simultanée des coefficients. Avec le test de
Fisher il suffit d’estimer le modéle non contraint

y=zb+u

de calculer la somme SC'R des carrés des résidus estimés, d’estimer le modeéle contraint

k=J k=K
Y=Y by =be+ Y zbitu
k=1 k=J+1

de calculer la somme SCRC' des carrés des résidus estimés et de former la statistique

N — (K +1) SCRC — SCR

F= J SCR

~F (N — (K +1))

Pour un test au niveau « on refusera ’hypothése nulle si Fest supérieur au fractile d’ordre
(1—a)delaloi F(J,N — (K +1)), noté F(1— ).

On déduit de 'exemple précédent un test systématiquement associé a toute régression
et d’utilisation trés courante : le test de la significativité globale des coefficients
d’une régression

Hgiblzbgzbgz...:b]{zo

Il obéit a la méme logique que précédemment, mais on montre que dans ce cas la statistique
de Fisher est seulement fonction du R? dans ’estimation non contrainte du modeéle.

Proposition Dans le modéle
y=zb+u

la statistique de Fisher du test de nullité globale des paramétres Hy s’exprime simplement
a partir du R?
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Démonstration Sous Hy, le modéle s’écrit : y = by e + u, d’ot by = yetu, =y—7ye.
La SCRC est donc donnée par : SCRC = Z_n(yn — )% Sous H, . SCR = ﬁ'/_d._Or
R*=1- %, soit Wt = Yy (yn — )2 (1 — R%), on a donc SCR = SCR¢c (1 — R?),
par conséquent, la statistique de Fisher s’écrit
N—-(K+1)SCR;—SCR N —(K+1)SCRc— SCR¢ (1 — R?)
K SCR B K SCR¢ (1 — R?)

d’ot le résultat

4.8.3 Le Test de Chow de stabilité des paramétres

Une question naturelle est celle de 'homogénéité des parametres sur deux sous popu-
lation. On peut s’interroger sur 1’existence de rupture temporelle dans les comportements.
On peut se demander par exemple si le comportement de consommation estimé sur série
temporelles est homogeéne dans le temps. On peut se demander aussi si les technologies
de production, estimées sur un panel d’entreprises sont homogenes entre secteurs. Le Test
de Chow formalise ce probléme de test et applique les résultat du test de Fisher pour
I'obtention de statistique de test.

Supposons que I'on dispose de deux échantillons (y,, z;) et (y,, Z,) de tailles respectives
Ny et Ny, relatifs & deux groupes d’observations différents (par exemple deux périodes,
deux catégories d’entreprises,...) de la variable dépendante y et des variables explicatives x.

Le modeéle relatif au ler groupe s’écrit

Y, =2z b+
ou y, vecteur Ny x 1 des observations de la variable dépendante pour le premier groupe
et z; la matriceN; x (K + 1) des variables explicatives (1,z;,...,2Zx) pour le premier
groupe.

De méme, pour le deuxieme groupe :

Y, =Ly ba+u,

On fait les hypotheses stochastique 1 (uy, Uy |21, 25) ~ N(0,0%In, 1 n,)-
Ce modéle se réécrit dans le cadre du modele linéaire standard en introduisant les
matrices T (N7 + Na) X (2(K +1)) et & (N; + No) x (K +1)

(5 2)eee(2)
0 =z Lo

sous la forme
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avec [ (w|z) ~ N(0,0%Iy). L’hypothése d’homogénéité s’écrit alors simplement dans ce
cadre :
HO . b1 = b2

et on peut clairement aborder cette question avec le formalisme du test de Fisher. On
effectue la régression dans le modéle contraint

y=zb+u

pour lequel on récupeére la somme des carrés des résidus SCRe = SCRT. On effectue
la régression dans le modéle non contraint et on récupére aussi la somme des carrés des
résidus SCR. La statistique de Fisher du test d’homogénéité des coefficients est donc

SCRc — SCR " (N1 + Np) —2(K +1)

F=
SCR (K+1)

et on rejettera 'hypothése nulle lorsque cette statistique est trop élevé : pour un test au
niveau « la région critique est ainsi

F>fa o) (K+1, Ny+ Ny —2(K 4+ 1))

La statistique se simplifie en fait car on montre facilement que la somme SCR est
la somme SCR1 + SCR2 des sommes des carrés des résidus sur les modeéles estimés
librement sur chacun des sous-échantillons. Pour s’en convaincre il suffit de calculer Mz =

11—z (E’E)_l 2’ puisque SCR = u' Mzu. On vérifie aisément que Mz = Diag (le,%) . La
statistique est donc finalement

SCRT — (SCR1 + SCR2) (N1 + Np) — 2(K +1)
SCR1+ SCR2 (K +1)

F=

et se calcule trés simplement a partir des trois régressions : 1) contrainte 2) et 3) sur
chacun des sous échantillons pris séparément.

4.9 Résumé

1. Dans ce chapitre on a vu comment étendre ’estimateur des mco au cas dans lequel
on impose des contraintes linéaires sur les parameétres du type Rb = r.

2. On a vu que lorsque l'on fait les hypothéses H1 — H2, I'estimateur est sans biais
lorsque les contraintes sont satisfaites par la vraie valeur du parametre. En revanche,
I’estimateur est biaisé lorsque les contraintes sont imposées a tort.

3. On a obtenu sous les hypotheses H1 — H4 l'expression de la matrice de variance
de lestimateur. On a vu que cette matrice était toujours plus petite que celle de
I’estimateur des mco, que les contraintes soient imposées a tort ou a raison.
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4. On en a conclu qu’il y a un arbitrage entre précision des estimations et robustesse.
5. On a également obtenu un estimateur sans biais de la variance des résidus.

6. On a montré comment les résultats sur la loi de ’estimateur pouvaient étre étendus
dans le cas d’estimations contraintes lorsque la loi des perturbations est spécifiée.

7. On a montré comment dans ce cadre il était possible de tester les contraintes impo-
sées au parametre.

8. Le test correspondant porte le nom de Test de Fisher, il est basé sur la comparaison
des résidus dans le modele contraint et le modéle non contraint.

9. On a vu deux exemples importants de mise en oeuvre de ce test

(a) Le test de significativité globale des parameétres

(b) Le test dit de Chow de stabilité des parameétres sur deux sous-échantillons.
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Chapitre 5

Propriétés asymptotiques de
P’estimateur des M CO

Dans ce chapitre on montre comment il est possible d’obtenir la loi des estimateurs sans
faire d’hypothéses sur la loi des perturbations. On va voir que I'’hypothése de normalité
de la distribution conditionnelle peut étre remplacée par des hypotheses sur I'existence de
moments des variables du modéle lorsque le nombre d’observations devient grand. L’ob-
tention de ces résultats repose sur différentes notions de convergence et certains résultats
essentiels comme la Loi des Grands Nombre et le Théoréme Central Limite.

5.1 Rappel sur les convergences

Soit (X,,) une suite de variables aléatoires. Soit F), la fonction de répartition de X,,.
Soit X une variable aléatoire de fonction de répartition F'.

Toutes ces va sont définies sur le méme espace probabilisé, c’est a dire qu'un méme
événement w détermine les valeurs des X, (w) pour tous les n et de X (w).

5.1.1 Définition : Convergence en probabilité, Convergence en
loi, Convergence en moyenne quadratique

Definition On dit que (X,,) converge en probabilité vers X (X, £ X ouplim X, =

X) si

Ve >0, Pr{|X, — X|>¢} — 0.

(NB : Pr{|X, — X|>¢e} =Pr{w, | X,(v) — X(w)| >¢€}.)

Cette notion de convergence nous intéressera pour la convergence ponctuelle des esti-
mateurs. Dans ce cas ’élément w est un état de la nature qui engendre un nombre infini
de réalisation du processus étudié. Les suites X,,(w) sont les suites d’estimateurs que 1’'on

29
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peut construire en utilisant ’échantillons des n premiéres observations du processus. La
limite X est une constante. La notion de convergence signifie que pour n’importe quelle
boule centrée sur la limite, les états de la nature tels qu’il existe des estimateurs hors de la
boule considérée pour des tailles arbitrairement grandes des échantillons sont de mesure
nulle.

Definition On dit que (X,) converge en moyenne quadratique vers X (X, =5 X ) si
E|X,-X|* — 0.

Proposition La convergence en moyenne quadratique implique la convergence en pro-
babilité et la convergence en moyenne quadratique vers une constante résulte de la conver-
gence du moment d’ordre 1 vers cette constante et du moment d’ordre 2 vers 0 : E (X,,) —
a, et V(X,) —0
Démonstration La premiére partie résulte de [inégalité de Bienaymé-Tchebitchev
E|X, - X|*
Pr{|| X, — X|| > ¢} < — =

qui exprime simplement

EIX, = X|* = E(|X0— X|*|Xn — X|| > &) Pr{[|X,, — X|| > ¢}
+E (| X0 = X[ X0 = X[| <€) Pr{|| X, — X|| <¢}
> 2Pr{||X, — X|| > ¢}

la deuxiéme partie résulte de

E|X,—a|® = E((X.-EX,) (X, - EX,)) + (EX, —a) (EX, — a)
= ||EX, — a|]® + TraceV (X,,)

Definition On dit que (X,,) converge en loi vers X (X, L x ) si la suite des fonctions
de répartition associées (F,) converge, point par point, vers F la fonction de répartition
de X en tout point ot F est continue :

V, F,(x) — F(z).

5.1.2 Loi des Grands Nombres et Théoréme Centrale Limite

On donne maintenant les deux théorémes centraux sur lesquels reposent toutes les
propriétés asymptotiques des estimateurs usuels : la loi des grand nombre qui stipule
que sous des hypotheéses assez faible la moyenne empirique converge en probabilité vers
I’espérance, et le théoréme central limite qui précise la loi de 1’écart entre la moyenne
empirique et ’espérance.
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Proposition Loi des grands nombres (Chebichev) : Soit (x;) une suzte de va in-
dépendantes telles que EX; = m; et VX; = o2 existent. On considére X y = ¥ Z

la moyenne empirique si la variance de cette moyenne empirique tend vers 0, EN =
LN 62 — 0, alors

. . 1 N 1 N 1 N
Démonstration > . Xi—+ > .01 M = % > _i—y (Xi — my). Pour montrer la conver-
gence en probabilité vers zéro, il suffit de montrer la convergence en moyenne quadratique
vers 0, qui résulte de la convergence vers 0 de la variance. Ce qui est acquis par hypothése.

Corollaire 1. Soit (X;) une suite de va indépendantes telles que EX; =m et VX; =
Y. exmistent, alors

N
— 1
XN:N;Xiim qd N — oco.

Démonstration La variance de la moyenne empirique est dans ce cas X /N. Elle tend
bien vers zero.

On peut étendre la loi faible des grands nombres au cas ou les variables X,, sont dans
L1, mais au prix d'une démonstration beaucoup plus compliquée.

Proposition Soit (X;) une suite de va indépendantes et équidistribuées telles que EX; =
m et E|X;| existent, alors

N
— 1

Proposition Théoréme central limite (Lindeberg-Levy) : Soit (X;) une suite de variables
aléatoires indépendantes et équidistribuées telles que EX; =m et VX; = X existent,

VN (Xx —m) 5 N(0,%).

Remarque On sait déja que E (\/N (YN — m)) = 0, et également que V' (\/N (YN — m)) =
NV (YN) = V(X,). Le résultat important vient du fait que l’on connait la loi de la
moyenne empirique dilatée N (YN — m).

Démonstration La démonstration se fait o partir des fonctions caractéristiques. On
appelle fonction caractéristique d’une variable aléatoire Z la fonction

¢y (t) = E (exp (it'Z))
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Les fonctions caractéristiques ont une propriété d’injectivité : si ¢, (t) = ¢4, (t) alors

Fy = Fyz, soit Zy 4 Zy. On peut calculer la fonction de répartition d’une loi normale

2~ N(0,2) < ¢, (1) =exp (—t?t)

On a alors directement avec ¢, (t) = F (exp it'/ N (# — m))

- Zﬁ:E (exp%> _ [E <exp%)]]v

(3

d’ou ’approximation

o (1) ~ {E(H”'(?\f/iﬁm)_%(y(xi_m)(xi—m)’t)ﬂ]v

Ce théoreme est suffisant dans la majeure partie des cas. Néanmoins il fait I’hypo-
theése que les variables sont équidistribuées et qu’elles ont en particulier des moments
d’ordre 1 et 2 identiques. Ce théoréme peut étre reformulé sous une autre forme. En
effet £ (Yn) =metV (Yn) = V/N. Le théoréme ne stipule donc rien d’autre que

1% (Tn)fl/2 (X — E (X)) LN (0,1). La aussi on peut étendre le théoréme centrale
limite pour traité des cas plus généraux. En particulier on peut obtenir un théoréme
de convergence pour des données indépendantes mais non équidistribuées. C’est au prix
d’une condition supplémentaire appelée condition de Liapounov et qui concerne les mo-
ments d’ordre 3 de la variable.

Proposition Théoréme central limite (Liapounov) : Soit (X,,) une suite de variables
aléatoires indépendantes de moyenne p,,, de variance o2 et telle que wyy = E (|Xn — un|3)

1/3 1/2
existent. Si lim (Ziv w3n> / ( ivai) =0 alors

V(X)) (X, - E (X)) S N(0,1)

Remarque V (Xn) = %0’%, c’est a dire la variance moyenne divisée par N.
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5.1.3 Différents résultats concernant les convergences

On donne maintenant différents résultats, utiles lorsque 1’on souhaite dériver les pro-
priétés asymptotiques des estimateurs.
- X, X=X, 5 X
— Va constant, X, Laoe X, La.
— Pour toute fonction g continue, X,, = X = 9(Xy) N g(X) et X, La= 9(Xy) i
g(a).

Le théoréme de Slutsky et une application

SaniXetYngaalorsona
1. X,Y, & Xa

2. X, +Y, 5 X +a

3. X,/Yy 5 X/asia0

Application : On considére deux variables aléatoires zj; et zo; telles que E (z1;) =
my et £ (z9) = 0. Alors pour un échantillon iid, par application de la loi des grands

nombres, Z; LN my et par application du théoréme central limite v N Zg; LN (0,V3).
Par application du théoréme de Slutsky on a

VN7 X 73 LN (0, myVom})

Les ordres en probabilité.

Soit X,, une suite de variable aléatoire et a,, une suite de réel.

et on le note o (ay) si a;'X, = 0. Ainsi par

— On dit que X,, est un ”"petit o de a,;’
exemple, X,, est un o (1) si X, 20, X, est un o (1/n) si nX, £o.

— On dit que X,, est un "grand O de a,” et on le note O (a,) si a,*X,, est borné en
probabilité. Ceci signifie que pour n’importe quel niveau de probabilité « il existe une
valeur finie M, telle que les réalisations de w satisfaisant ||a,,*X,,|| < M, pour tout
n sont de mesure supérieure & « : Vn, P (|la,*X,|| < M,) > a. Ce qui signifie que
pour n’importe quel niveau de probabilité o aussi élevé soit il, on peut trouver une
quantité bornant a, ! X,, avec probabilité o uniformément en n. On peut aussi définir
cette notion & partir des fonction de répartition F,, de || X,|| : F, (t) = P (|| X,|| < ).
Dire que X, est un grand O (a,) consiste a dire que pour tout niveau de probabilité
a, AM, tel que Vn F, (a,M,) > a, soit a'F ! (a) < M,. Donc X,, = O (a,) si

Supa,'F, ! (o) < oo, ou encore, si Vo, SupQ, (a) /a, < oo ou @, est la fonction
n n
de quantile.

Proposition Si X, 2 X alors X, = O (1)
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Démonstration On considére F (t) la fonction de répartition de | X| et F, (t) celle de
| Xn|. F (t) converge en tout point de continuité de F' vers F. Pour a donné, on peut
définir My (a) tel que F (M, () = 2a. 1l existe donc un n(a) tel que pour n > n(«)
F, (M, (a)) > a. Pour n < n(a), on peut définir My (o) = supp F,; ' (a). On peut

n<n(a)
prendre pour M («) le maximum de M (o) et de Ms () .
Proposition SiY, =0(1) et X,, =0(1), alors Y, X,, = 0(1)
Démonstration
PXYol > ) = P(XYal > 2[lVal > M) x P(Ya] > M)+ P (X, o] > £[Yal < M) x P (Y, <
< P(Yu|>M)+P(| X, >e/M)=1—-P(|Y,| < M)+ P (|X,] >e/M)
Comme Y, est bornée en probabilité, on peut trouver M tel que P (|Y,| < M) > « pour
tout n et donc 1 — P (|Y,| < M) <e. Comme X,, estuno(1), P(|X,| >¢e/M)—0

Proposition Si X, est un O (ay,) alors X,, est un o(a,b,) pour n’importe quelle suite
b, tendant vers +oo.

Démonstration En effet V6 IMs tq P (||la;* X, || > Ms) < 6 i.e. P (||la; b1 X, || > b1 M;s) <
8, et b,*Ms — 0. Pour € donné il existe n(g) tel que pour n > n(g) b,'M; < ¢ et donc
P (|lay by Xnll > €) < P (llay b,  Xoll > ;" Ms) < 6

Le théoréme de Slutsky a une implication importante :

Definition Deux suites de variables aléatoires X1, et Xo, sont dites asymptotiquement

équivalentes si X1, —Xan LN 0, i.e. X1 —Xop =0(1).

Corollaire du théoréme de Slutsky : si X1, et X, sont asymptotiquement équivalentes
et Xip L X, alors Xs, L x

Démonstration Ceci résulte directement du fait que suivant le Théoréme de Slutsky si
Xin —Xon =0 et X1, = X alors Xop = X1 — (Xin — Xon) = X

On présente enfin un dernier résultat trés utile, qui permet d’obtenir la loi d’une
combinaison dérivable quelconque de paramétres convergeant en loi.

Proposition Méthode delta : Pour toute fonction g continue, différentiable, si/n (X, —m) N

N(0, %), alors
VA% - gt - v (0. (220 5 (2200 ).

Démonstration On a d’abord X,, = m : puisque VN (Xny —m) N N(0,%), VN (Xy —m) =
O (1) et donc (Xy —m) = O (1/\/N) = 0(1). On applique le théoréme de la valeur
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moyenne : 3 0, € [0,1] tq

90X = glm) + L (4 0, (X, —m)) (X —m).
V(9K gm) = om0, (X, —m)) Vi (X, —m)

m+9n(Xn—m)£>m doncZn:%(m—i—Hn(Xn—m))ﬂﬁ(m).

B) om’
Comme /n (X, —m) L, N(0,%), et Z, L o (m), on applique le théoréme de
Slutsky et on en déduit

VA (9(X,) = gm) = Zu/ (X, = m) < A7 (0, (20 ) (%)) |

5.1.4 Illustration

On illustre ces propriétés en examinant le comportement asymptotique de moyennes
d’un nombre donné d’observations tirées indépendamment dans une méme loi. Plus pré-
cisément, pour une taille d’échantillon donnée 10, 1.000, 100.000 on tire un grand nombre
d’échantillons, en pratique 5.000, et pour chaque échantillon on calcule la moyenne em-
pirique. On connait ’espérance théorique E. La loi des grands nombres dit que pour un
intervalle [ — 6 , E + 6] de longueur donnée, la proportion de moyenne empirique tom-
bant dans 'intervalle croit avec la taille de I’échantillon vers 1. Les cas que ’on considére
sont £ = 1, et on examine des intervalles pour 6 = 0.1, 0.05, 0.02 et 0.01. On considére
deux lois différentes. On prend d’abord une loi symétrique : la loi uniforme sur [0; 2] . Son
espérance est 1 et sa variance est de 1/3. On prend ensuite une loi dissymétrique : une
loi du x? (1) . Cette loi a, elle aussi, une moyenne de 1 mais sa variance est de 2. Pour la
rendre plus comparable & la loi précédente, on la normalise de telle sorte que sa variance
soit elle aussi de 1/3, sa moyenne restant de 1. On considére donc y = 1+ (x? (1) — 1) i(),.
Le graphique 1 donne les proportions de moyenne empirique tombant dans les intervalles
donnés. On voit que ces proportions croissent avec la largeur de l'intervalle et avec la
taille de I’échantillon. Pour les plus grandes tailles d’échantillon, toutes les moyennes em-
piriques tombent dans 'intervalle considéré, aussi étroit soit-il. On voit aussi qu’il n’y a
pas grande différence entre la loi du x? et la loi uniforme. On examine ensuite la distribu-
tion des écarts a Pespérance théorique, dilatée par v/N. Plus spécifiquement, on examine
la distribution empirique de /N (7; — E) /o. Pour cela on met en oeuvre un estimateur
non paramétrique de la densité, dit & noyau. Si la théorie asymptotique est satisfaite,
cette distribution doit étre approximativement normale pour un grand échantillon. Les
résultats sont présentés dans le graphique 2. On voit 1a des différences importantes entre
les deux types de loi. Dans les deux cas pour de grands échantillons, 1’approximation
normale fonctionne bien. Par contre pour les petits échantillons, I’approximation normale
marche trés bien pour la loi uniforme, mais beaucoup moins bien, pour la loi du x2.
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Loi Uniforme

0.9 -
0.8 -
0.7 1
0.6 -
0.5
0.4 -
0.3
0.2 -
0.1 -
0 |
0.99--1.01 0.98--1.02 0.95--1.05 0.90--1.10

ON=10 O N=100 g N=100000

Loi du Chi2

0.9
0.8 ~
0.7 -
0.6 -
0.5 -
0.4 -
0.3 -
0.2 -
0.1 -
0 [
0.99--1.01 0.98--1.02 0.95--1.05 0.90--1.10

ON=10 O N=100 g N=100000

TAB. 5.1 — Convergence en probabilité
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5.2 Propriétés asymptotiques de ’estimateur des M CO

On applique maintenant les résultats précédents a 'estimateurs des mco. On va voir

que ’écart entre la vraie valeur du paramétre et le parameétre estimé s’écrit sous la forme

b—b= (x;xi)fl xiu;. On va étudier le comportement asymptotique de chacune des deux

. , e = P
composantes. D’une facon générale, on va écrire x,x; — () constante. On va donner des

conditions sous lesquelles cette matrice est F (x}z;), comme on s’y attend, mais ce n’est
pas le point central. Le point central est que cette matrice converge en probabilité vers une
matrice fixe. Pour étudier le deuxiéme terme on va appliquer le théoréme central limite a

xhu;, c'est & dire que on va étudier v Nziu; et on va exploiter le fait que E (zju;.) = 0.
Plus précisément, on considére le modeéle

Yi = b+ u

avec les hypothéses

H1 : Les observations (y;, z;) € RxR £t 4 =1 ... N, sont IID
H2 :V N, 2/x est non singulié¢re
H3 : Les moments de |zg;xy;| existent.et E(z;x}) est inversible

H3bis z'z/N EN Q inversible
H5: V (u;|z;) =V (u;) = o?

Proposition Sous les hypothéses H1 a HS, ['estimateur des MCO

/Emcoib
(mco_ )HNO‘/as )
Vas = 0*E(aa}) ™! (ou o*Q71)

/ —~
A (g _ gbmc,)) (g - gbmc,)) P2
NV <bmco) = ‘/}as = 6-\2 (m)_l i Vas

6. VNV, (b < meo — b) V-1 <bmco — b) —>N<O Tk 11)

Qﬂ*\%l\%'ﬂ

On dit que D est convergent et asymptotiquement normal.

Démonstration Convergence en probabilité de l’estimateur.

L’estimateur des mco s’écrit

~

NN SN S oy v et Sy Sy S
bneo = (2'z)” 2’y = (2]x;) 2y = wlw;  xly;
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Loi Uniforme Loi du Chi2

TAB. 5.2 — Convergence en Loi
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On remplace y; par sa valeur : y; = x;b + u;. On a donc

~

-1 1 - 1
bineo = Thx; x} (20 + u;) = Tha; (:c;xzb + xéuz) =b+zlx; xlu,

Comme les moments |xy;zy;| des variables explicatives existent, on peut appliquer la loi
des grands nombres & xix;. De méme on peut appliquer la loi des grands nombre a %,
si B(ziu;) et V(xiu;) existent. Comme E(xiu;) = E(E(ziu;|x;)) = 0 et V(zhu;) =
E (V(zlu; |x;)) + V (B(2iu; |z;)) = o*E (2}x;), on a

N N
/ _ 1 / P E !/ / o 1 / P E /
rhr; = =Y xim; — E(zix;), et xlu; = =Y zu; — E(xju).
N= N=
1= 1=

On en déduit que
vz D E(z)x;) ™"
lx;ui EN E(zizy) ' E(2}w;)

bnco = b+ 2w; w0 b+ B T E ()

—

car les espérances E(x}x;) et E(xiw;) sont par définition des constantes, que l'application
A — A~ est continue et enfin que le produit et la somme de suite de variables aléatoires
convergent en probabilité vers des constantes converge en probabilité.

Comme par ailleurs

On a bien

)

Ky

S

mco

Normalité asymptotique
NN ——1—— ‘
De la formulation byeo : bneo = b+ xhx;  xiu; on déduit

VN (Emco - b) = \/Nx;mz_lm;uz = x;mz_l\/ﬁx;uz

On veut appliquer le Théoréme Central Limite & v Nxiu;. Les variables aléatoires xju;
sont indépendantes et équidistribuées. On pourra appliquer le Théoréme Central limite si
les deux premiers moments de cette variable existent. On sait que

u) = 0

E (wju,
i) = V(E (zjui|z:) + B (V (2ju|2;)) = E @5V (i |2;) 73) = 02 F (2j2;)

V (z;u

Les moments d’ordre 1 et 2 de xiu; existent donc. On sait qu’alors le TCL permet d’af-
firmer

VvV Nzhu, LN (0,0%E(z}xz;))
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Comme

;D E(a)

. . . — 1
qui est une matrice constante, on peut appliquer le théoréme de Slutsky & xiz; et

V Nx;ul :

%71\/ Nau; & E(dla) "N (0,0°E(z}z;))
— j\/(0,E(mix;)_102E(m;xi)E(x;xi)_l)
= N (0,0°E(ziz;)™")
on a donc bien

VN (3-b) L A (0,0%B(wial) )

FEstimation de la variance
L’estimateur de la variance des résidus

# =5 (1= ) (3 580)
U—Ng LOmco Y — Z0meo

s’écrit compte tenu dey = xb + u

= R (o) ) (e o) 1)
, b ,

~ [J— ~ ~ -
= [(b - bmco> ZL‘;I‘Z <b - bmco) + 2u;T; <b - bmco) + u$:| £> o’

PUISQUE Dieo — b, Th1; 2> E (2)a) , 2u; o B (vhw;) et u2 D E (u?) = 2. Puisque u? est
une variable positive identiquement distribuée sur les individus. On remarque qu’il est ici
nécessaire de d’avoir recours a la loi forte des grands nombres dans L1, on devrait sinon
faire Uhypothése que E (uf) existe.

Estimation de la matrice de variance asymptotique de l’estimateur

. , . ~ —1 _

On Uobtient directement par le fait que 6> L o2 et xhiw; L E (xhz;) !

Enfin en appliquant le théoréme de Slutsky a ‘A/as =52 (:U;xz) — 5 Vis,-€t VN @mw — b) L
N (0,V,s), on a directement le dernier point.

Remarque On peut se passer de ’hypothése d’équidistribution au prixz d’un renforcement
des hypothéses sur les moments des variables. pour pouvoir appliquer le Théoréme Central
Limite de Liapounov a Zjus, il suffit par exemple que l'on ait E (|ul]) = 5 < +oo et pour
chaque variable explicative E (|z3;]) = i3 < +00. La condition de Liapounov est alors
satisfaites et on obtient alors la normalité asymptotique de v/ Nziu;.
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Remarque ‘A/as est un estimateur de Vs, la variance asymptotique de l’estimateur dilaté
par VN qui est une matrice constante. En revanche V (bmco est un estimateur de la

variance de l'estimateur. C’est une quantité qui tend vers 0 quand N tend vers linfini :

o~

N‘/} (bmco) - ‘7(-15 5) %s

5.3 Tests asymptotiques

On a vu dans les chapitres précédents que connaitre la loi de 'estimateur était utile
dés lors que 'on veut faire des tests. C’est a nouveau cette question qui nous intéresse.
Les tests que l'on considére sont des test dits asymptotiques. La différence essentielle
avec les cas précédents est qu’ils sont basés sur une statistique dont on ne connait la loi
qu’asymptotiquement, alors que dans le cadre des chapitres précédents, on connaissait
exactement la loi de la statistique & distance finie : Student, Fisher,...

La différence concerne aussi la notion d’optimalité que 1’on retient. Comme précédem-
ment, les tests que l'on va considérer sont définis par une région critique W pour une
statistique S telle que

SeW = on rejette Hy contre H

On introduit aussi les risques de premiére espéce

plim Pr <§ eWw |H0> est le risque de premiére espéce : il représente asymptotiquement
la probabilité de rejeter Hy a tort.

plim Pr (§ ¢ W |Ha> est le risque de deuzriéme espéce : la probabilité d’accepter Hy
a tort. On introduit aussi la puissance du test définie comme 1— risque de deuxiéme
espéce : puissance=p lim Pr <§ eWw |Ha>. Le principe du test est comme précédemment
de minimiser le risque de seconde espéce en controlant & un niveau donné le risque de
premiére espéce. Ce niveau du maximal du risque de premiére espéce est appelé la encore
le seuil ou le miveau du test. Dans le cas normal on avait introduit la notion de tests
uniformément plus puissants, c’est a dire de tests qui maintenant un niveau donné du
risque de premiére espéce conduise pour toute valeur de ’hypothése alternative a une
probabilité de rejet maximale. Cette propriété est trop forte et on ne peut pas trouver en
toute généralité un tel test. On avait alors introduit des classes de tests plus restreintes,
les tests sans biais, les tests invariants pour lesquels on pouvait trouver un test optimal.

La notion que 'on retient ici est celle de test convergent. Elle rejoint la notion de test
uniformément plus puissant puisqu’un test convergent est un test dont la puissance tend
vers 1.

Definition On dit que le test de région critique W est asymptotique si ses propriétés sont
valables pour N grand ; qu’il est de niveau asymptotique a si A}im Pr(SeW ]Hg) =a;
—00

et qu’il est convergent si sa puissance tend vers un (Iélm Pr (§ eWw |Ha> =1).
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On définit aussi de fagon alternative la p-value. La statistique S est choisie de telle
sorte que sous Hy S — Sy dont la loi est connue et & support positif (valeur absolue d’une
loi normale, loi du khi deux). La région critique est définie comme

W:{§‘§>q(1—a,50)}

ot ¢ (1 — «, Sp) est le quantile d’ordre 1 — a de Sy : Pr(Sy > ¢ (1 — ,Sp)) = «
On définit la p-value p <§> comme S = q (1 —-p <§> ,SO) ie.

p(5) =P (s> 5).

Pour tout seuil «, on rejette Hy au seuil « si et seulement si v > p <§> En effet, o > p <§>
signifie que

a:Pr{Sg>q(1—a,50)}2Pr{So>§} = {§>q(1—04,50)}

5.3.1 Test d’hypothéses linéaires
Test de Student asymptotique

Il s’agit du test d’une hypothése linéaire unidimensionnelle de la forme
Hy:cb=r

ot ¢ € RE+! et r € R. Un cas particuliérement important est celui de la significativité
du coefficient b, = 0.

Proposition Si les hypothéses H1-H5 sont satisfaites, sous l’hypothése nulle Hy : b =1
on a

bpeo — T oo — T

=N _ L N, 1).
c ‘A/as (gmc,)) c vV (E,wo) c

le test défini par la région critique

w={5][5|>4(1-3)}

ol q (1 — %) est le quantile 1 — 5 de la loi normale N(0,1) est un test convergent au
niveay o.

On retrouve donc un test trés proche de celui obtenu dans le cas ol on spécifie la loi des
résidus. Les seules différences sont que 1/ le résultat n’est valable qu’asymptotiquement,
alors qu’il était valable a distance finie dans le cas normal et 2/ la loi considérée est
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une loi normale et non plus une loi de Student. Cette derniére différence n’en est une
qu’en partie puisque ’on peut montrer que la loi de Student tend vers une loi normale
lorsque le nombre de degrés de liberté tend vers l'infini. Les régions critiques sont donc
asymptotiquement les mémes.

Démonstration Sous les hypothéses H1-H5, on a vV N (gmco — b) LN (0,02E(z;2l)7Y),

Sous Uhypotheése nulleHy : ¢b = r on a donc VN <c@mw — 7“) LN (0, Vs (cho) c) ou
encore

A~

/ —_—
\/N C bmco r i N(O’ 1)
'Vas (gmco) c

On rencontre le_ méme probléme que dans le cas normal : il faut diviser c’/b\mw —r par
Uécart-type de c'byeo — T qui est inconnu. Comme dans le cas normal on va diviser par un
estimateur de cet écart-type. Dans le cas normal la statistique considérée suivait une lot de
Student quelque soit le nombre d’observation. Ici on tient compte du fait qu’on divise par
un estimateur convergent en probabilité. Le théoréme de Slutsky permet alors de définir la
loi asymptotique de la statistique.

Comme

Ves (Enco) — 5% (d) | = 32% (@z) 5V, (Enco) = o? [B(afa;)]

On en déduit que la statistique de Student :

o~

a I/b\mco - Ibmco -
S=VN— U — L AN(O,1).
Vs (ZmC()) ¢ ¢V @mco) c

puisque N 1% (/l)\mc,)) = ‘7% @mw) . On définit la région critique comme

v {551 (-5))

ot q (1 — 5) est le quantile 1 — 5 de la loi normale N(0,1).
Sous Hy on a

=~ «
Pr{S € W|H0} —>Pr{|./\f(0,1)| >q (1 - 5)} —a
Le test défini par la région critique W est donc un test au niveau o.
Comme on est dans le cas asymptotique, on étudie beaucoup plus facilement le com-
portement de la statistique sous I’hypothése alternative.
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Sous Hy on a c’/b\mw—r — db—r = m # 0 donc ‘S\)/\/J_V = ‘(Cl/b\mco_/r)‘

/ c"//\;s (ng(,) ¢ — |ml /1 [V (ch,)) c d’ot ‘S\) — +400. Il en résulte que

Pr{§e W|H1}—>1

le test est donc convergent.

Remarque On généralise directement ces résultats au cas du test unilatéral Hy : b—r =
0 contre Hy : b —r > 0. On définit la région critique comme

W = {§‘§>q(1—a)}
ot q (1 — ) est le quantile 1 — « de la loi normale N(0,1).Sous Hy on a

Pr{§€ W|H0} —Pr{N(0,1) >¢q(1—a)} =«

Sous H, on acb—r—cb—r=m>0 donc §/\/N = <c’3—r>/\/c"//\;s (3)0 —
m/,/c"/;s @)c d’ot ‘:S’\’ — 400
Pr{§€ W|H1}—>1

Application : test de Student asymptotique de nullité d’un paramétre a 5%
Le cas d’application le plus direct est celui du test de la nullité d’un paramétre d’une ré-
gression. Dans ce cas le vecteur ¢ = (0,...,0,1,0,...,0), b = by, r = 0, car on s’intéresse

a ’hypothese nulle de nullité de la kiéme composante du parameétre et \/ c;s‘/}as (Z) ¢/N =

\/ v (@) c=/V (/I;k> = 0. Le résultat de la proposition stipule donc qu’'un test asymp-

totique au seil a de 'hypothése de nullité du parameétre peut étre fait en considérant le ¢

de Student R
by = E—k

O

Asymptotiquement sous ’hypothése nulle, cette quantité suit une loi normale. Un Test

au seuil « éut étre effectué en comparant la valeur du ¢ au quantile d’ordre 1 — /2 de la

loi normale. Ainsi on rejettera Hy & a% si |tg| > ¢ (1 — /2, N (0,1)).

En pratique on s’intéresse souvent a des tests a 5%. Dans ce cas le quantile auquel
on compare est le quantile d’ordre 97,5% dont la valeur est de 1,96. En d’autres termes :
on rejette & 5% I’hypotheése de nullité d'un parameétre si le ratio de la valeur estimée du
parameétre a son écart-type estimé, le ¢ de Student, est en valeur absolue supérieur & 1,96.
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Remarque Ce test a lintérét d’étre valable quelque soit la loi des résidus, qu’elle soit
normale ou non, tant qu’elle vérifie les hypothéses garantissant les propriétés asympto-
tiques de l’estimateur des mco. Le test de Student vu dans le chapitre précédent n’est valable
que pour le cas de résidus suivant une loi normale. Il est en revanche valable o distance
finie. Asymptotiquement les deux test coincident car une suite de variables aléatoires X,
suivant une loi de Student a n degrés de liberté converge en loi vers une loi normale. On
peut le oir facilement. S X,, suit une loi de Student, elle peut s’écrire sous la forme d’un
ratio Zyn/\/ Zon/n avec Zy, suivant une loi normale et Zs,, indépendante de Zy,, suivant
une loi du x* (n). Une loi du x? (n) a pour variance 2n. On en déduit que E (Za,/n) =1
et V (Zon/n) = 2/n. On wvoit donc que \/Zon/n =5 1. Donc \/Zon/n -1 On en déduit
donc que Zin [/ Zan/n converge en Loi vers une loi normale.

Test de Wald d’une hypothése multi-dimensionnelle.

Comme précédemment, on souhaite tester un systéme de contraintes linéaires :
Hy: Rb=r contre H, : Rb # r.

On a vu que dans le cas ou les résidus étaient spécifiés comme normaux, on pouvait faire
un test de Fisher. Ce test permettait de controler le risque de premiére espéce et avait
de bonnes propriétés d’optimalité. Ici on va considérer une statistique analogue et on va
étudier son comportement asymptotiquement. Pour la méme raison que pour le test de
Student, la statistique ne suivra pas une loi de Fisher mais une loi du Chi2.

Proposition Lorsque les hypothéses H1-H5 sont satisfaites, la statistique S définie par
~ ~ It~ -1,
S = N (Rbuo—1) [RVas (brueo) R|  (HD=7)

(R/Z;mco — r)l (R (z'z)”" R'] - (R/Z;mco — r)

~2
g

converge en lot vers un Xz2)’ sous Uhypothése nulle Hy. Le test défini par la région critique

w={8[8>q(0 -0 )}

est un test convergent au niveau c. La statistique peut aussi étre calculée comme

& A SCRC — SCR ol — 57

Démonstration On a :

VN (RBW . 7’) LN (0, Vi (RBmco) — ?R[E(a;)] " R’)
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On en déduit
N (Rcho - 7“)/ (Rv;w (Bmco) R’) - (Rﬁmco _ r) L2

A~

On peut remplacer Vys ( bmeo | par un estimateur convergent et appliquer Slutsky. D o,

sous l’hypothése nulle, Hy : Rbg = r, et aprés simplification des N,
S = N (Rbneo—7) [RVus (bruco) 7] B (Rbneo —7)
— (Rbueo - 7“)/ RV (bneo) R | B (H#bineo —7)

(Rgmco - r>/ (R(z) " R (Rgmco - r)

= — = pﬁ L e (p), sous Hy
o

Ce résultat permet de montrer que le test défini par la région critique donnée est un test
au niveau o. .
Sous Hyon a en revanche Rb —r — Rb—1r = m # 0. Donc S/N = (Rbmco —7‘)

[R\//\;ls (E,wo) R’] B (Rgmco — 7‘) —constante et donc

~

S — o0

donc la puissance du test converge vers 1

Un cas particulier : Test de la nullité des paramétres d’une régression sauf la
constante.

On a vu que lorsque 'on spécifiait la loi des résidus comme une loi normale, on avait

~ (SCRc-SCR)/JK) R*® N-K-1

SCR/(N—-K—1) 1-R? K

D’ou

Sous Hj il est facile de voir que R? 2o quand N — oo. On a donc
S~ NR?
On peut utiliser la statistique NR? et rejeter 'hypothése nulle si

NR? > q((l —a),x? (K))
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5.3.2 Test d’hypothéses non linéaires

La théorie asymptotique permet de traiter des questions qui ne pouvaient pas étre
abordées auparavant. En effet, on peut vouloir tester des hypothéses non linéaires dans
les parameétres. Le modele dit a retards échelonnés en constitue un exemple. Dans ce
modele on a une variable dépendante y;, dépendant d’une variable z; et de ses retards :
Tt—1y Tt—2y ... Lt -

Yy =a+ Boze+ - Brren +u

Une restriction fréquemment imposée sur ces parameétres est qu’ils soient de la forme :
Bi, = BoA* . Ceci correspond & imposer L — 1 contraintes de la forme

B, B Bi=l B B B

By By Bia Bo Bii B

qui sont typiquement non linéaires et ne peuvent donc étre testées dans le cadre précédent.
On peut s’intéresser d’une facon générale a des hypotheses de la forme :

HO : g<b0) = 07
ot g(b) est un vecteur de p contraintes non linéaires sur les parameétres telle que % est
!/
de plein rang. Cette hypothese équivaut a %ﬁ,‘)) (%) inversible, avec by est la vraie

valeur du parametre.

9g9(b) _
o’

Remarque Si g(b) = Rb—r ; alors R. On retrouve donc la condition sur le rang

de R
Le résultat suivant permet de généraliser les tests précédents au cas non linéaire

Proposition Si EN est un estimateur asymptotiquement normal de b :
VN (by = b) £ (0, Vs (5))
et si on dispose d’un estimateur convergent de la matrice de variance de l’estimateur,

Vas (8) 5 Vas ()

Alors

T [ag( )7 @ dy( )] o (g@) -~ g(b)) LN (0,1,).

pour toute fonction g continue, dérivable et a dérivée continue, de dimension p x 1
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Démonstration On applique la méthode delta. On sait que

VE (a0 - a) 5 (0.2 () 2527

ov oY

C’est a dire

I (2480 )52 " 50 -o) 0

Comme 8;—15,‘”1/ (b) aagbf’) L 8agbf’) Vs (b) %, on obtient le résultat par application du

théoréme de Slutsky.

Ce résultat permet d’étendre directement les tests précédents au cas d’hypothéses non
linéaires :

— Cas d’une seule contrainte, p = 1. On forme la statistique de Student :

F N g(b) _ g(b)
VRO ) 70 (%)

et on procéde comme dans le cas d’une contrainte linéaire.
— Cas de plusieurs contraintes, p < K 4 1. On calcule la statistique de Wald :

5= Ng(by [ag—g% (b) (ag—él”) o) = 90 [ag—,i%@ (ag—g“)] o)

que I’on compare au quantile 1 —a de la loi du chi-deux a p (le nombre de contraintes)
degrés de liberté. On est contraint dans ce cas a la mise en oeuvre du test de Wald.
Il n’y a pas d’analogue simple du test de Fisher puisque ’estimation du modéle sous
I’hypothése nulle ne peut étre faite simplement.

5.4 Exemple

Pour illustrer les propriétés asymptotiques des tests, on reprend le méme cadre que
celui utilisé pour étudier la puissance du test de Student. On simule donc un modeéle un
grand nombre de fois avec des vraies valeurs différentes sur I'intervalle [0,2] et on fait le
test de I'égalité du parameétre & 1. On va examiner comment les résultats sont modifié
lorsque 'on met en oeuvre le test de Student asymptotique, basé sur la distribution
d’une loi normale et non plus le test de Student basé sur la loi de Student. on va aussi
examiné comment ces résultats sont modifié lorsque les perturbations ne suivent plus une
loi normale. On prendra I’exemple d’une loi de Fisher a 1 et 5 degrés de liberté, normalisée
pour que son espérance soit nulle et sa variance unitaire. On choisit cette loi car elle est
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asymétrique et que les lois de Fisher n’ont un moment d’ordre 2 que si le deuxiéme degrés
de liberté est supérieur & 4. On est donc dans un cas ou les hypothéses de convergence

sont juste satisfaites.
[A FAIRE]

5.5 Résumé

Dans ce chapitre on a :

— rappelé les différents modes de convergence utiles pour I'examen des propriétés
asymptotiques des estimateurs : convergence en loi et convergence en probabilité.

— rappelé les propriétés asymptotiques importantes des moyennes empiriques de va-
riables : la loi des grands nombres et le théoréme central limite.

— montré que sous des hypotheses treés faibles (existence des moments d’ordre 1 et 2),
I’estimateur des mco est convergent et asymptotiquement normal.

— Etendu la notion de test pour définir des tests asymptotiques, caractérisés par le
fait que leur puissance tend vers 1 et généralisé les notions de test de Student et de
test de Fisher au cas asymptotique.
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Chapitre 6

Le modéle linéaire sans ’hypothése
d’homoscédasticité

6.1 Présentation : Homoscédasticité et hétéroscédas-
ticité.
Jusqu’a présent on a examiné le cas du modele linéaire
Yi = b+ u

dans lequel les observations étaient supposées Indépendantes et Identiquement Distri-
buées (IID). On a obtenu des résultats de convergence de distribution d’optimalité sous
différentes hypothéses. On a vu qu’il était possible d’assouplir un peu ces hypotheses et
de relacher I'hypotheése ID pour qu’elles ne portent que sur les moments d’ordre 1 et 2
de la loi des perturbations conditionnellement aux variables explicatives. Les hypothéses
centrales qui étaient faites portaient E (u;|z) = 0 qui est une condition d’identifica-
tion et sur V (u; |z) = o2 et Cov (us,uj|z) = 0, soit V (u|z) = o?I. Clest & dire une
variance des perturbations conditionnelle aux variables explicative indépendante des va-
riables explicatives et 1’absence de corrélation entre les perturbations. Ces hypothéses
sont appelées hypothéses d’homoscédasticité. Les situations alternatives sont qua-
lifices d’hétéroscédastiques. On distingue 1'hétéroscédasticité relative aux perturba-
tions : V (u|z) = V (u) # 021, de I'hétéroscédasticité relative aux variables explicatives

Viwlz) #V (u).

6.1.1 Quelques exemples
Exemple Séries temporelles avec erreurs distribuées suivant une moyenne mobile :
Y = Tb+uy

U = €+ per

81
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et E(e;|X) =0, E(gey | X) =0 pourt #t, E(e?|X) = o2 Donc

E(uj|X) = E(g+ pei1)’ =E (&7 + 2peierr + pefy) = o2 (1+ p?)
E (w1 |X) = E(e+pee) (g1 + pera) = 02p
E(utut/ ’X) =0 |t—t,| >1

La matrice de variance covariance s’écrit alors pour un échantillon de taille T

(1+p*) p 0 - 0
p . . . :
V(ulz) = o2 0 0
M ‘. . . p
0 - 0 p (14
7é O'2IT

Exemple Séries temporelles avec erreurs distribuées suivant un processus autoregres-

sif :
Yo = Tb+uy

Uy = PU—1 T Et

U = Y ooy P er—s. La encore on suppose E (e,|X) = 0, E (e |X) = 0 pour t # ¢,
E(e21X) = o2. Un calcul similaire au précédent donne

) = 5((S5y o) (Speend))
- (o) < (XTm) (S
= F (pk <Zs:k Psat_s> (Zs:O psgt—k—s)> = a2 /(1 - p2)

La matrice de variance covariance s’écrit alors pour un échantillon de taille T

L p p p"

p .. . :
Vilz) = o2/(1=p") | 22 - P

pt o P p (1407

7é O'2IT
Exemple Séries temporelles avec erreurs corrélées sans restrictions :

Yr = b + uy
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La encore on suppose E (u; | X ) = 0, mais par contre on ne fait plus d’hypothéses sur la
structure des corrélations. La matrice de variance covariance est quelconque. Dans une
spécification plus contrainte, on peut supposer que la variance des résidus est constante
et que le coefficient de corrélation entre deux périodes ne dépend que de [’écart entre ses
deuz périodes : Cov (ug, us_s) = 02p,. La matrice de variance covariance s’écrit alors pour
un échantillon de taille T

L p pp - Pr
01 . oL . :
Vile) = o*| p, - e
: : P1
pr - pr p (149

# o Iy
Le nombre de paramétre de la matrice de variance tend vers l'infini lorsque la taille de
[’échantillon augmente.

Exemple Modéle a coefficients aléatoires (dim (z;) =1)

Y = a+mzbz+vl
bi = b—i—vbz»
avec , E(v;|X) = 0, E(vw; | X) = 0 pour i # j, E(w}|X) = o2, E(vy|X) = 0,
E (vpivp; | X) = 0 pour i # j, E(v}|X) = oj,et E(vpv;|1X) =0 V i,j. Le modéle se
réécrit donc
yi = a+xb+v;, =a+x;(b+vy)+ v
= a+ x;b+ 20 +v; = a+ x;b+ uy
U; = XUy +

et on a donc les propriétés
E(ui|z) = E(zivp +v; |2) = 28 (v |2) + E (vi|z) =0
d’ou ’expression de la matrice de variance
E(uujlz) = 0Vi#j
= E((zivy + v;) (205 + v5) [2)
= zx; E (vyvy; [2) + 2B (00 [2) + 2, E (vivgs [z) + E (viv;]z) =0
E(uflz) = azjoy+o,

= B ((zum + v;)” lz) = E ((zfvy; + 2ziv0; + 07) |z)
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La matrice de variance covariance s’écrit donc

V(ulz) = Diag(os+ zjo3)
7é O'QIN
Dans ce cas, la matrice est bien diagonale, mais les éléments diagonaux sont des fonctions
de x;.

Exemple Modéle hétéroscédastique en coupe, a forme d’hétéroscédasticité connue

avec , E (u;|z) =0, (uu; |z) = 0 pouri # j, E (u? |z) = g (x4,0) . La forme de la fonction
g est connue mais le parameétre 0 est inconnu. La matrice de variance covariance s’écrit
alors

V(ulz) = Diag(g(z:,0))
# o Iy
Dans ce cas la matrice de variance dépend d’un nombre de paramétre infini.

Exemple Modéle hétéroscédastique pur en coupe

avec , E(u;lz) = 0, (vvj|z) = 0 pour i # j, E(v}|z) = o7. La matrice de variance
covariance s’écrit donc
V(ulz) = Diag(o7)
# oIy
Dans ce cas la matrice de variance dépend d’un nombre de paramétre infini.

Exemple Données de panel. D’autres exemples sont fournis par les données a double
wndice ou encore données de panel

Yity Lt Z':]_,...,N,t:]_,...,T

Ces données correspondent a la situation dans laquelle on suit des individus au cours du
temp. © est un indice représentant les individus. Le nombre d’individus observés est en
général grand. t est l'indice temporel, en général faible. Le modéle s’écrit comme d’habi-
tude :

yit:Q?itb‘i‘Uit izl,...,N,tzl,...,T

ou encore en empilant les observations relatives a un méme individu :

y =zb+uy, i=1,...,N
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On fait les hypothéses : E (u,; |z) =0, E (ngg lz) =0V i#j, c’est a dire la condition
d’identification est satisfaites, et les observations relatives a deux individus différents sont
non corrélées. En revanche on me fait pas U’hypothése E (uwu!|z) = o?Ir. Le résidu
i tncorpore des éléments inobservés permanent dans le temps. Il est modélisé suivant le
Modéle a erreurs composées

Ujp = €; + Wyt

avec E (waw! |x) = o3 Ir, E(g;w)|z) = 0, E(e? |z) = o2. On détermine facilement la
matrice de variance

2 2 2 2
o +oy o7 - o;
9 .
o :
Q=V(ylz) = :
2
P ’ 2 206 2
O¢ O¢ U€+UW

ainsi que la matrice de variance covariance des résidus empilés

Viulz) = In®Q
# UzINT

On peut remarquer qu’un cas intéressant est celui dans lequel sur le modéle précédent
on consideére les différences premiéres Ay; = Y — Yir—1. Dans ce cas effet individuel est
éliminé. En notant

Ui — Ui —1
Usr—1 — WiT—2

1
Uz — Us1

le modéle se réécrit
Ay =Az;b+ Ay, 1=1,....N

et la matrice de variance des perturbations est alors :

2 1 0 0
Q=V(Aylr)=o2| b 2 0
0o . o1
0 0 1 2

La caractéristique intéressante est que cette matrice est connue a une constante multipli-
cative prés.

Exemple Régressions empilées : On a considéré jusqu’a présent le cas dans lequel il
n’y avait qu’une équation. On est parfois amené a s’intéresser a un ensemble d’équations.
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On pourrait en toute généralité se dire que ’on va estimer ces équations une par une. Ce
serait possible mais parfois ce n'est pas suffisant. En effet, on peut vouloir examiner si
certaines propriétés faisant intervenir des coefficients de différentes équations sont satis-
faites. On peut en fait généraliser facilement le cadre a une équation au cas d’équations
multiples. On consideére la situation dans laquelle il y a M variables a expliquer, et K +1
variables explicatives :

Ymir,T; t=1,.... N, m=1,...,M
Le modéle s’écrit pour chaque variable dépendante :
Ymi = Tibpy + Ui 1=1,..., N
ou encore

Y1i z; O by U4

Ymi 0 bm Ungi
= Diag(z,)b+u, t=1,...,N,

<

i
On fait les hypothéses E (u; |2) = 0, cov (w,; |z) =0V i # 4,V (y; |z) = E. Les résidus
Umi N'ont pas nécessairement la méme variance et peuvent en outre étre corrélés entre eux.
La matrice de variance covariance des résidus empilés a alors pour expression

Ew'lz) = In®@X%
# U2INT

Tel qu’il est écrit ce modéle n’impose pas de contraintes entre les paramétres des différentes
équations. On pourrait néanmoins se trouver dans une situation dans laquelle les para-
meétres de la régression sont fonction d’un paramétre alternatif de dimension plus faible :
b= Hc avec dimb > dimc et H une matrice. le modéle s’écrit dans ce cas :

y. = Diag(z;))Hc+u; i=1,...,N

{2
= z;c+tu

6.1.2 Conclusion des exemples et définition du modéle linéaire
hétéroscédastique

On conclut de ces exemples qu’il y a une grande diversité de situations. La matrice de
variance des perturbations peut
— dépendre de parameétres additionnels de dimension finie. C’est le cas par exemple
des données de panel, des régressions empilées, des modéles de série temporelle
avec erreur distribuée suivant un processus autoregressif d’ordre 1 ou une moyenne
mobile.
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— dépendre ou non des variables explicatives. C’est le cas par exemple du modeéle a
coefficients aléatoires, du modeéle hétéroscédastique avec hétéroscédasticité de forme
connue.

— dépendre de parameétres additionnels de dimension infinie. C’est le cas du modeéle hé-
téroscédastique pur en coupe ou des séries temporelles avec structure de corrélation
quelconque.

Definition On appelle modéle linéaire hétéroscédastique le modéle dans lequel un vecteur
de variables aléatoires y dépend linéairement de K + 1 variables explicatives x :

y=zb+u

avec les hypothéses
1. H1: E(ulz) =0
2. H2:V (ulz) = Q=X (z,0) inversible
3. H3: 2’z inversible

Le modele est dit hétéroscédastique car on n’a plus hypothese H2 : V (u|z) = 0?1
dans un tel cas le modéle aurait été dit homoscédastique.
On se pose les questions suivantes
— Les propriétés statistiques de I'estimateur des MCO sont-elles modifiées 7
— L’estimateur est-il toujours sans biais et convergent ?
— Quelle est sa matrice de variance et comment ’estimer ?
— L’estimateur des MCO est-il toujours optimal ?
— Comment détecter la présence d’hétéroscédasticité ?
— Quelles sont les propriétés asymptotiques des estimateurs ?
On ne peut pas espérer avoir un cadre général permettant de traiter toutes les si-
tuations. Les réponses que 'on va pouvoir apporter a ces questions dépendent du cas
considéré.

6.2 Estimation par les MCO et les MCG

6.2.1 Propriétés des moindres carrés ordinaires

Proposition Sous les hypothéses H1, H2, H3, l’estimateur des MCO, ?)\MCO = (g’g)_lg’g
est sans biais :

E (gMcolﬁ) =0,

et sa variance sachant x est

1% @mo!&) = (2/z) 2/ Qux(z'z) "
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Démonstration On a

buco = (@z)™'2'y = (@'z)"'z (zb+u)

On a donc pour l'espérance de l’estimation

E (ZMCO|£> = b+ FE (($/$)71E/2|£)

De plus

On voit donc que la propriété de ”sans biais” n’est pas affectée par la relaxation de
I’hypothése H2. En revanche, on voit que la formule de la variance de 'estimateur est
différente. Ce sont donc les écarts-type des parametres qui sont différents. Cette conclusion
est générale. Dans le cadre du modéle linéaire, le principal probléme posé par 1'existence
d’hétéroscédasticité concerne le calcul de la précision des estimateurs et corrélativement
la validité des différents tests que 'on peut mettre en oeuvre en transposant directement
les procédure issue de I'hypothese 1ID.

6.2.2 La méthode des Moindres Carrés Généralisés (MCGQG)

On introduit un autre estimateur appelé estimateur des moindres carrés généralisé.
Il correspond a la minimisation de la distance entre les observations et I’espace engendré
par les variables explicatives, non plus dans la métrique canonique de R, mais dans celle
correspondant & Q1.

Definition L’estimateur des MCG est solution du probléme :
~ . 2
byicg = arg min Hg — ngQi1

Proposition Sous les hypothéses H1, H2, H3, lestimateur des MCG existe, il est
unique et est donné par : N
bMCG — <£/Q—1£)71§/Qflg

Démonstration Les conditions du premier ordre s’écrivent :

12
- o
_Tm =27/071 (g — gb) =020 e = g’Qfly
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La matrice hessienne de [’objectif a pour expression

2

oo
Obob

Sous H1, H2, H3, 2'Q 'z est inversible symétrique et positive : ¥ a # 0 € RETL g,
za # 0 sinon z'x non inversible. Comme §2 est inversible on a (za)/ Q 'za > 0. D'ou

-1 _
Q — —2&’{2 1i

Les CN sont nécessaires et suffisantes, byjog = (2'Q'z) 12’'Q 7y car 2'Q 7'z inversible

Sphéricisation.

[’analyse des propriétés de 'estimateur des MCG est grandement simplifiée lorsque
I’on applique aux observations une opération appelée sphéricisation.

Proposition Pour toute matrice symétrique et définie positive W il existe une matrice
W12 telle que
W—l/wa—l/Ql -7

Cette matrice vérifie aussi
W*l/?lel/Q _ W*l

Démonstration Comme W est symétrique définie positive, elle est diagonalisable dans
le groupe orthogonal. Il existe donc une matrice orthogonale P (P'P = P71P =1) telle
que W = P'DP, ou D est diagonale, les éléments de la diagonale étant strictement positifs
puisque W est définie positive. On peut considérer W12 = P'D=12P oy D/2 est la
matrice diagonale dont les élément diagonaux sont les inverses de la racine des éléments
diagonaux de D. On a

W PwwoY¥ = P'D7V2PP'DPP'DTV?P
P'DV2DDV2p=PP=1

En outre si WY2PWW Y2 = I alors
W—l/2/w—1/2ww—l/2/w—l/2 _ W—1/2lw—1/2

et donc

WW*1/2IW71/2 -7
d’ot

W71/2/W71/2 _ W*l
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Ceci permet donc de définir une matrice 2~/2. Cette décomposition n’est pas unique.
Par exemple on peut choisir /2 semi-définie positive. Mais on peut aussi la choisir de
telle sorte qu’elle ait d’autres propriétés, un choix qui peut étre utile est celui dans lequel
la matrice est triangulaire inférieure.

L’opération de sphéricisation consiste a multiplier le modéle par I'une de ces matrices
QY2 Ona:

Qfl/2y _ Qfl/2ib+Qfl/2g
y = xb+u
Les hypothéses du modéle peuvent se transposer en partie au cas du modeéle sphéricisé :

HS1:E(u|z)=E (QYu|Q2z) =Q2E (ulz) =0
HS2 - E (ﬂﬂ/ ’%’) —F (971/2M/Q71/2/ |Qfl/2£) — Q*1/2E (M/ |X) Q71/2/ — 971/29971/2/ _

HS3: 77 = 2/Q Y¥Q1/2; = 2/Q & inversible

L’estimateur des MCG est I'estimateur des MCO des coefficients de la régression de y
sur les colonnes de 7 :

~

~f~

buco = @F) TG = (&'Q_lg)ilﬁrmlﬂ_mg

= (ZQ7'2) " 207y = buce

Exemple Sphéricisation du modéle hétéroscédastique en coupe. On a vu que pour ce
modeéle la matrice de variance des perturbations s’écrit :

V (u|z) = Diag (g (z,0))
On vérifie directement que pour sphériciser le modéle on peut prendre
%7? = Diag (g (i, 9)*%)

Exemple Sphéricisation du modeéle o perturbation AR (1). On a vu que pour ce modéle
on a

1L p p p"
p N . :

Vulg) =02 /(1=p%) | p2 . 2
5 p
T 2
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et on vérifie sans peine que l'on peut prendre

[ V/1—p2 0 0]
—p
y-1/2 _ 0 —p
: . .10
I 0 L A e

L’estimateur des MCG peut alors étre calculé comme estimateur des mco appliqué au
modéle :

yi/1— p? 14/ 1 — p? uy /1 — p?
Yo—pPY1 . T2 — pPI b U2 — P Uy

Yyr — p Yyr— I — P Tr—1 Ur — pur—1

Exemple Sphéricisation des données de panel. On a vu que pour des données de panel
lorsque les résidus étaient modélisés comme

Usp = €; + Wit

avec indépendance des €; et des wy, la matrice de variance s’écrivait

2 2 2 2
o, +o, o7 - o;
2
o
Vi) = :
2
P . 2 206 2
0-6 T 08 O-€+O-w

1l est commode d’introduire deux matrices permettant de décomposer cette matrice

Jr
B=—,eW=Ir—B
T ¢ T
avec Jy = erel, ot elp = (1,...,1). Jr est donc une matrice T x T dont chaque élément

vaut 1. On vérifie sans peine que ces deuxr matrices sont symétriques et semi-définies
positives. Elles vérifient en outre les propriétés

B> = B
w? = W
BW = WB=0
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Ces deuxr matrices ont en outre une interprétation simple. En effet on vérifie que Bz; =

erz;., o z;. est la moyenne individuelle des observations de Uindividu i : z;. = (zp + -+ + zi7) /T
Il en suit que W z; est le vecteur formé des écarts a la moyenne individuelle. On peut expri-

mer simplement la matrice de variance des perturbations du modéle a erreurs composées

a partir de ces deux matrices. On a en effet :

V() =o0lJr+ o5l = (0, +To?) B+ oW

Les matrices de la forme AB+uW sont stables par multiplication (AB + pW) (N'B + /W) =
A B + pup/W. On en déduit sans peine que

1/2 _ o2
Vi(y;)~ WoW+,|——==B=I1+0B

V( 02+T02 \/02 (02 +To?)

ot = /02 /(02 +To?)—1. On en déduit que pour sphériciser les données il est possible
de rajouter auz observations y; et vy 6 X la moyenne individuelle des observations (y;. ou
x;.). La quantité 0 est inconnue, mais on peut la calculer aisément & partir de la matrice
de variance covariance des résidus estimés par les mco ou a partir de deuxr estimateurs
annexes : l’estimateur Between, estz’mateur des mco sur les moyennes individuelles dont
la variance résiduelle est 0% = o2+ 02 /T et lestimateur Within, estimateur des mco sur
les écarts auxr moyennes mdwzduelles dont la matrice de variance est o, = o2 (T — 1) /T
On voit donc que

A _HT/C-1) _ o

(02 +To?) oxT (T —1) 02

6.2.3 Propriétés statistiques de ’espérance et de la variance
conditionnelle des MCG

Proposition L’estimateur des MCG vérifie les propriétés suivantes
— L’estimateur des MCG est sans biais : E (bMCG |g> =b

— L’estimateur des MCG a pour matrice de variance V(gMog|£) = (2/Q7'z)™!

— L’estimateur des MCG est l’estimateur linéaire sans biais de variance minimale (Th.
de Gauss Markov)

Démonstration by — (2'Q ) Oy = (2/Q72) 2 (2b + w)

:>/b\M6’G =b+ (Q’Q_lg)_le_lg

On a donc

E (@wca |£> = b+ E(@Q ') 20 'ulz)
= b4 (' 'z) T 2Q uE (ulz) = b
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et ausst

V(BMCG|X> = V(X' X)IX'Q U |X)
— (XOX) XV (U X)) QX (X X))
— (XX TIXTIO0 T X (X0 X)L
— (X/Q_lX)_l

L’optimalité provient directement du fait que n’importe quel estimateur linéaire sans biais
du paramétre est aussi un estimateur linéaire sans biais du paramétre dans le modéle
sphéricisé. Or dans ce modéle 'estimateur des MCO est optimal et cet estimateur est

celui des MCG : /b\MCG = ZMC’O et ZMC’O optimal

Les propriétés algébriques de 'estimateur des MCO du cas homoscédastique se trans-
posent directement au cas des MCG. Néanmoins cette transposition est peu utile en
pratique car on est rarement dans le cas ot la matrice de variance est connue. Rappelons
toutefois que dans le cas des données de panel on a vu que pour le modeéle & erreurs com-
posées la matrice de variance des erreurs du modeéle en différence premiére était connue a
un facteur multiplicatif prés.

6.3 L’estimateur des MCQG

L’estimateur des MCG ne peut en général pas étre mis en oeuvre car on ne connait pas
la matrice de variance des perturbations €2, sauf dans des cas trés spécifiques. Il en résulte
que 'estimateur des MCG et la matrice de variance des MCO ne sont pas calculables. Une
facon de procéder est de chercher a estimer cette matrice et & remplacer dans I’expression
de l'estimateur la matrice {2 par son estimateur.

Definition Soit Q un estimateur de Q. On appelle estimateur des Moindres Carrés
Quasi-Généralisés l'estimateur :

6MCQG = @/Q_l@_liﬁ_lg-

L’estimateur des MCQG n’est en général pas sans biais ni linéaire en y puisque Q dé-
pend de y. Les propriétés de /I;MCQG ne peuvent donc étre qu’asymptotiques. Ces propriétés
vont dépendre du cas considéré. On s’intéresse donc a la convergence et a la distribution
asymptotique des parameétres. Il faut en fait examiner les propriétés asymptotiques au cas
par cas suivant la nature de ’hétéroscédasticité. On peut alors étudier de fagon similaire
les propriétés asymptotiques de I’estimateur des mco.

On va dans les trois chapitres suivants considérer les trois formes importantes d’hété-
roscédasticité survolées dans la premiere partie de ce chapitre.
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1. Cas ou Q = Iy ® ¥ (0) et 6 de dimension finie. C’est le cas des données de panel
et des régressions empilées. L’hétéroscédasticité est relative a des corrélations entre
observations, mais celle-ci sont suffisamment réguliére.

2. Cas ou Q = Iy ® h(x;,0). Cest le cas de 'hétéroscédasticité lice aux variables
explicatives.

3. Cas des séries temporelles.



Chapitre 7

Le modéle hétéroscédastique en
coupe

La situation que 1’on considére est celle d'un modéle de régression en coupe
Yi = b+ u

pour lequel on fait certaines des hypothéses précédentes :

H2Y N zjz; est inversible

Ces hypothéses garantissent 1’existence de 'estimateur des mco et le fait qu’il soit sans
biais. On a vu qu’il y a un grand nombre de situations dans lesquelles on ne peut pas
faire ’hypothese d’homoscédasticité : V (u; |z;) = 2. dés que cette hypothese d’homos-
cédasticité n’est plus satisfaite, on sait que d’une part le calcul des écart-type est affecté
et d’autre part qu'il est en théorie possible de définir des estimateurs plus précis. On peut
donc s’intéresser a deux questions distinctes : comment faire de I'inférence robuste a cette
situation d’hétéroscédasticité? Ceci revient a s’interroger sur ’estimation de la matrice
de variance de I'estimateur des mco. On peut y répondre sous des hypothéses générales
en faisant un effort de spécification minimal du modéle, i.e. en laissant la variance des
résidus pour chaque observation étre spécifique a l'individu : V (u;|z;) = o2 1l S'agit
du modele hétéroscédastique pur. La deuxiéme question correspond a la mise en oeuvre
d’estimateurs plus efficaces que les mco. Comme on I'a vu il s’agit de I'estimateur des
MCQG. Il est alors nécessaire de spécifier la forme de la variance & partir d'un nombre de
parameétre restreint : V' (u; |z;) = h (z;,60). Comme on va le voir il est possible alors sous
certaines hypothéses de mettre en oeuvre des estimateurs asymptotiquement équivalents
a l'estimateur des MCG. Néanmoins si les résultats des estimations ne sont pas tellement
affectés par ce type de procédure et la spécification de la variance, 'inférence que 'on fait
(le résultat des tests) est fortement lice a ces hypotheses faites. Comme en général ces
estimations sont faites dans de grands échantillons, le gain d’efficacité est parfois modeste
par rapport au risques liés & une mauvaise spécification de la variance conditionnelle des

95



96 CHAPITRE 7. LE MODELE HETEROSCEDASTIQUE EN COUPE

résidus. Au total la mise en oeuvre de I'estimateur des mCQG dans ce cadre est assez
rare et la plupart du temps on se contente d’appliquer les mco et de faire de I'inférence
robuste a la présence d’hétéroscédasticité.

7.1 Inférence robuste a I’hétéroscédasticité

On considére le modeéle

Yi = zb+

les résultats que 1’on va montrer sont vrais sous des hypothéses trés générales autorisant
par exemple le fait que les observations ne soient pas équidistribuées. C’est par exemple

le cas dans le modele hétéroscédastique pur pour lequel V (u;|z;) = o2, et dans lequel

[
on pourrait aussi faire 'hypothése que les régresseurs ne sont pas distribués suivant une
méme loi. On va néanmoins se situer dans un cadre plus proche du précédent dans lequel

on fera des hypothéses d’homogénéité plus fortes :

— H1 Les observations (y;,r;) € RxR £+l 4§ =1,... N, sont indépendantes et équi-
distribuées

- H2 E (uz;) =0

— H3 V (zhu;) = E (u?z}z;) existe

~ H4 H4V N z'z et E(z}x;) sont inversibles

— H5 Les moment |z;z;| existent

— H6 Pour tout indice des variables explicatives [y, [y, [3,14 les moments u? |z;,;7,|
|wi| |1yiTiTi| €t | @ iTrimx,:| existent

Comme on le voit la différence essentielle avec le cadre homoscédastique est que 1'on
ne fait plus ’hypothése V (u; |x;) = 02 on a une situation beaucoup plus générale dans
laquelle par exemple V' (u; |z;) = g (z;) avec g quelconque pourvu que E(g (z;) zix;) existe,
ce qui est garanti dés lors que V' (u;x;) existe. On voit que cette plus grande généralité est
néanmoins payée par une exigence plus forte sur la distribution des variable puisqu’il faut
que les moments des variables existent jusqu’a l'ordre 4 (hypothese H6). Cette derniére
hypothése est utile pour l'estimation de la matrice de variance. Elle permet d’obtenir
la convergence en probabilité des moments d’ordre 4. On voit qu’elle est exigeante et
que, méme si elle est satisfaite, vraisemblablement il sera nécessaire qu’il y ait un grand
nombre d’observations pour que la moyenne empirique d’un polynéme de degrés 4 des
observations soit proche de sa valeur limite. N’importe quelle observation dans les queues
de distributions aura un effet important sur ces moments qui ne sera résorbé que si le
nombre d’observations est grand. C’est pourquoi la notion de propriétés asymptotiques
signifie ici plus qu’ailleurs que le nombre d’observations est grand.
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7.1.1 Propriétés asymptotiques de ’estimateur

Proposition Sous les hypothéses H1 a H6, l’estimateur des MCO

Loy = (dfw) @y

bmco - <£,£>
vérifie quand N — oo
1. /b\mco L b, l’estimateur est convergent

2. v/N (b\mw — b) LN (O, Vs (gmw)) , Uestimateur est asymptotiquement normal

3. Vas (beo) = [B(al)] ™ E(uaia:) [E ()]
Sous les hypothéses H1-H7 on a en plus

o~

5 —1= -1 p . . .
4.V (bmw> = (x}z;) ufx;:rzx;:cz -V (bmw> on peut estimer la matrice de variance

5. VNV (Zm) o (Emco . b) L N(0,1)

, . ~ —\ -1 .
Démonstration Convergenceb,,., = b+ (:1;;:5,) xhu,;. Lexistence des moments |xy;xy;|

o~

de z; garantie la convergence de zix; SNy ) (xlx;) . La seule chose qu’il y ait & montrer est
la convergence de xiu; vers E (ziu;). Pour cela on applique la loi des grands nombres :
E (zlu;) =0 et V (zlu;) = E(u?zlz;). On est dans les condition d’application de la loi des
o P /
grands nombres : riu; — E (ziu;) = 0.
Normalité asymptotique La encore la seule question est celle de la convergence
de vV Nzlu;. mais comme précédemment, l’existence des moments d’ordre 1 et 2 de xju;,

E (zlu;) = 0, V (2lw;) = E(ulxix;) garantissent que v/ Nxhu; L N (0, E(uziz;)). 1l en
résulte que VN @mco - b) =V Nx;xi_lﬂ LN (0,E (ztx;) " E(uiz)x;)E (x;:cl)*l)

Convergence de l’estimation de la matrice de variance.

. . = ;__ P
Le point important est de montrer que utzir; — E (uixix;)

i

- = 2
2./ _ /
uiTiT; = (xz <b — bmco> + uz> LT

Y 2
= U?.T;Z’z + (ZL'Z (b - bmco)) Z’;.TZ +
2 (b _/b\mco> JI;'LL@IE;.TZ

Pour que le premier terme converge en probabilité vers son espérance, il est nécessaire
que les éléments qui la forme u2xy;x,; satisfasse la loi de grands mombres. Ce qui est
garanti par la propriété H6. Le troisiéme terme tend alors vers zéro en probabilité puisque

— P . L . 27 2
vhuxlr; — E (zhuaiz;) = 0. Le second terme tend aussi vers zéro puisque les éléments

. . ~ ~ P
qui le constituent sont de la forme (bk - bkmco) (bl - blmco> T1iThiT1,i %01 € TET kil iy —

E (zy;xrx1,i71,;) puisque les moments d’ordre 4 existent et que bgmeo — b L.
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Cet estimateur de la matrice de variance de 'estimateur des mco est connu sous le
nom de matrice de variance de White robuste a I’hétéroscédasticité. Il est trés
couramment utilisé et systématiquement proposé dans les logiciels standards (sauf SAS).

Remarque La encore les résultats peuvent étre généralisés au cas dans lequel on ne
fait plus Uhypothése d’équidistribution. Ceci permet en particulier de traiter le cas du
modéle hétéroscédastique pur, dans lequel V (u; |x;) = o?. Tous les résultats découlent de

Uapplication du théoréme central limite de Liapounov a xju;. Il faut donc que la condition

. . . . . C ey T N
. o5 = o?
de Liapounov soit satisfaite. Si on considére o% et N et si on considére v3

E (|ud| |z;) ainsi que 3, = SN ’yi/ N, il suffit que 'yN/ (NEJ?\,) — 0, si par exemple

les variable explicatives sont iid. On sait qu’alors . [gE (:r;xz)] vV Nzlu; LN 0,1).

Ces résultats se généralisent directement sans modification au cas des données de panel
et au cas des équations empilées. Si on considére le modéle

Yy, =zb+u, y dedim M x 1, z; de dim M x K +1

spécifié en terme de vecteur y, z; et u;. Sous des hypotheses convenables, dont la condition
d’identification E (v, |z;) = O et l’analogue de la condition précédente pour la variance
E (zluulz;) existe et des conditions sur I’existence de moments des variables d’un ordre
élevé. On a Dextension des résultats précédents :

1. /b\mco L b, 'estimateur est convergent

2. VN (Bmco — b) - N (O Vs (bmco)> , estimateur est asymptotiquement normal

3. Vas (bmeo) = [Blaiz)) ™ B (i) [Blaa,))™

s (e 1 : .
4.V (bmco) = (2lz,) Zuuzzi, By (bmco) on peut estimer la matrice de va-

riance

5 VAV (brs)  (Breo—0) 5 N (0,1)

7.1.2 Test d’hypothéses dans le modéle hétéroscédastique

L’intérét de ces résultats est bien sur la possibilité d’effectuer des tests. On s’intéresse
a des tests d’une hypothése nulle de la forme Hy : Rb = 1.

Proposition Sous les hypothéses H1-H7,

_ _ 12 ;.
VN (R(x;xl) lﬁfx;xzx;xl 1R’) (Rbmw — r) LN (0,1,)

ol p est le nombre de ligne de la matrice R. Sous [’hypothése Hy : Rb = r, la statistique

§= N (Rbyeo ) [FlaTmy) Toatmrm, B (Rboeo 1) 557 ()
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Un test de Hy contre Hy : Rb # r peut étre effectué a partir de la région critique W =
{S ‘S >q(x*(p),1— a)} ot q(x*(p),1 — a) est le quantile d’ordre 1 — « de la loi du
X2 a p degrés de libertés.

Remarque On remarque que dans ce cas le principe du test de Fisher se généralise. Dans
le cas homoscédastique, le test de Fisher consistait a regarder comme ici st Rby., — 1 est
proche ou non de zéro. On a vu que dans le cas homoscédastique, il est possible de réécrire
la statistique & partir des sommes des carrés des résidus sous les hypothéses nulles et
alternatives. Ici cette derniére simplification n’est plus possible. Il faut donc prendre garde
au fait que dans de nombreux logiciels on peut simplement mettre en oeuvre les tests de
Fisher, mais que ceux-ci sont faits sous I’hypothése d’homoscédasticité.

Remarque Le principe du test se généralise la aussi au test d’hypothéses non linéaire de
la forme Hy : g (b) = 0. On utilise la encore la méthode delta. La statistique de test est de

-1
~ A~ TN —~ A~ 0 / A~
la forme S = Ng(b) {89(5) Vs <b> <ag(b)) } g(b). Par rapport au cas homoscédastique,

o' o
la seule différence est que la matrice de variance a prendre en compte est la matrice de
variance robuste.

7.1.3 Estimation sous contraintes linéaires en présence d’hété-
roscédasticité

On ne présente pas ici tous les résultats. L’estimateur des moindres carrés contraints
est toujours calculé de la méme maniére comme

i)mcc = (gli)il glg - (&’&)71 R, [R(g’g)fl R,
= Emco _ <£/£>—1 R [R(ili)_lR,} -1

I
L
=
=X
B
I
&
Ny
|
3,

biee —b = [I — (¢z)"' R [R(&'z) 'R R] (2'z) 2w
1 i [pr L]} PSS
= |I—-zz; R [inmi R] R| xix;  xju;
Sous les méme hypothéses que précédemment, on peut déterminer la loi asymptotique de

I’estimateur et un estimateur convergent de la matrice de variance asymptotique.

1. /b\mco L b, 'estimateur est convergent

2. VN </b\mco — b) LN (O, Vs (cho>> , Pestimateur est asymptotiquement normal

o~

3. Vs (bmco) — ([ — H] E(zla;) E(ule,z) E(@lz:) " [I — H]
avec H = E(z}z;)"" R'[RE(z\x;) 'R ' R
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4. ‘/}as </l;mco> = |:I - ﬁ] (x;xi)_lu%:’x T xz [I H] - V;zs (bmco> )
~  —1 —1 171
avec H = zix; R [Rx;xz R } R

5. Vs (o) (B —b) 5 N (0.0)

7.2 Test d’hétéroscédasticité

7.2.1 Le test de Breush-Pagan

La différence essentielle entre I'approche avec hétéroscédasticité et ’approche sans hé-
téroscédasticité est que E (ulr;x}) # E (u?) E ( x;x}) . Un test naturel d’homoscédasticité
consiste donc a tester si E (v?z;z}) = E (uf) E (:U x}) . Ce qui revient exactement & tester
la nullité globale du vecteur des coefficients de la projection orthogonale de u? sur les
variables explicatives x;;x,,; [, m < K + 1 sauf la constante. Le test ne fait intervenir que
la projection de u? et pas une modélisation de la forme de I'hétéroscédasticité. On ne

spécifie pas en particulier

2 2 :
E |xz L1iTmiYim,

Im<K+1
et le test que I'on fait n’est pas Hy : E (u? |z;) = o? contre Hy : B (u? |z;) = Y. XuZmiVim
Im<K+1

mais simplement celui de

Hy : E (ujzia}) = E (v}) E (z;%})
contre

H: E(u:c, )%E( ) (z;x})
Le test se fait néanmoins au moyen de la régression

Z Tl TmiYim + Vi
Im<K+1

Ici v; est défini par la propriété F (v;x;xm;) = 0. L'idée du test est de procéder au

test de la nullité jointe des coefficients de la régressions précédente. Pour cela il faut
connaitre la loi asymptotique des estimateurs. On pourrait 1’obtenir sous des condi-
tions générales par exemple ne faisant pas d’hypothéses sur les moments d’ordre 2 de
la forme E (vy@miTyiTm;) . Néanmoins on fait en général le test de la nullité globale
sous '’hypothése d’homoscédasticité des résidus v; : c’est a dire F (VT1TmiTyiTms) =
E (v?) E (2ZmiTyiTos) - Dans ce cas le test est trés simple & mettre en oeuvre il s’agit

(2
simplement du test de la nullité globale des coefficients dans une régression. Un probléme
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vient du fait que le résidu n’est pas observé mais seulement estimé, mais xomme pour les
autres résultats asymptotiques que l'on a vu, il suffit de remplacer le résidu par le résidu
estimé On a le résultat suivant :

Proposition Dans le modéle
Yi = b+ u

avec les hypothéses H1-H6, le test de I’hypothése

Hy:E (ufmlzx,m)) =F (uf) E (z1;2m:)
peut étre fait simplement comme un test de nullité jointe des coefficients sauf celui de la
constnate dans le modéle de régression

2
u; = E LT Vim + Vi
Lm<K+1

ot v; est défini par E (v;xx,;) = 0 et dans lequel on fait Uhypothése de régularité
E (V2208 miiTs) = 6% E (TyZmiyiToy:) . Le test est mis en oeuvre & partir du modéle
de régrsssion
ur = Z LT Vi + Vi
Im<K+1
incluant (K + 1) (K + 2) /2 variables, dans lequel on fait un test de nullité jointes de tous
les paramétres exceptée la constante. Sous Hy, la statistique N R? suit un x* (K + 1) (K +2) /2 —1).

Un test convergent au niveau o peut étre fait a partir de la région critique { N R?*| NR? >
(O (K+1)(K+2)/2-1), 1 —a)}

Démonstration I est d’abord nécessaire de montrer que si pour une variable z; de di-
mension 1 et une variable zo de dimension q, Uhypothése E (z122) = E (21) E (22) est ana-
logue a l'hypothése de nullité de la valeur limite des coefficients sauf la constante de la pro-
jection orthogonale de z; sur (1, z2). En effet les coefficients de zo sont obtenus directement
comme ceuz de la régression de la variable zy — E (z1) sur zz — E (23) . Ils ont donc pour
expression V (23') E ((z2 — E(22)) (21 — E(21))) = V (23") (E(h21) — E (22)' E (1))

Le seul point restant a montrer est que sous les hypothéses faites l’estimateur des co-
efficients v dans le modéle avec u est asymptotiquement équivalent a celui avec w. Pour

cela il suffit de montrer que v N (zﬁf — ziu2> EN 0, avec z les éléments du type Ty ;.

%

1

S R _ N\ 2
résulte que VN (751@2 — ziu? ozuT; VN (b — b) + zZmZQ\/N (b— b) . Sous les hy-

pothéses Hy — Hg : Zju;a; L E (ziwiz;) = E(zixiE (ui |x;)) = 0, donc Ziuzz; = o(1)

et zx2 i E (z;x?). En outre \/N(b—g) A N (0,V,s), donc \/N<b—3) =0(1) et

~ R N\ 2
Comme U; = u; + x; <b — b) , dot ziu? = zul+ 2zuw; <b — b) + zix? <b — b) .1l en
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= VR (b-b) = 0(1). Comme (5-5) = 0(1), Txg\/ﬁ(b—zf — o(1). Comme
zmm = o(1) et VN (b-5) = 0(1), 7w VN (b=0) = o(1).

Remarque 1. L’intérét de ce test d’hétéroscédasticité est d’informer sur les situa-
tions dans lesquelles il est nécessaire d’effectuer la correction de White pour I’hété-
roscédasticité. Si on accepte I’hypothése d’homoscédasticité, alors on pourra estimer
la matrice de variance des estimateurs sous sa forme standard, et on pourra effectuer
les tests d’hypothéses linéaires comme on a vu o partir des sommes des carrés des
résidus sous les hypothéses nulles et alternatives, ce qui présente un intérét pratique
certain. Sinon, on utilise la formule donnant la matrice robuste de White et les tests
dowent étre effectués comme on I’a montré dans le cadre hétéroscédastique.

2. Ce type de test s’étend aussi au cas dans lequel on spécifie un modeéle pour [’hé-
téroscédasticité. On pourrait par exemple spécifier une forme d’hétéroscédasticité

particuliére, par exemple E (u?|z;)) = 0%+ > ZuTmiVim, 0U plus généralement
I,m<K+1
E (u?|x;)) = Y. Pi(z)7, avec Py un ensemble de fonction et effectuer un test de
d<D

la nullité jointe des paramétres pour tester 'absence d’hétéroscédasticité de la forme
particuliére imposée. Dans ce cas on aura un test de [’hypoyhése

Ho: E (uf |z;)) = 0

contre
Hy: E (u}|z;)) = 0+ 2y

dans lequel z est un sous-ensemble des variables explicatives, peut étre fait simple-
ment a partir de la régression

~2
u; = ag+ 27+ v;

incluant Kz variables entrant dans z, dans lequel on fait un test de nullité jointes
de tous les paramétres exceptée la constante. Sous Hy, la statistigue NR? suit un
X2 (Kz). Un test convergent au niveau « peut étre fait o de la région critique
{NR?|INR* > q(x* (Kz),1 —a)}

Le sens du test est néanmoins différents. Ces test sont des test portant sur un para-
métrage de I’hétéroscédasticité, alors que le premier test ne porte que sur l’absence
de covariance entre le résidus au carré et les polynomes d’ordre 2 des variables
explicatives. Postuler une forme d’hétéroscédasticité est utile pour la prendre en
compte par exemple pour mettre en oeuvre [’estimateur des mcqq. Exaliner [’absence
de corrélation au deuxiémeordre est utile pour le choix du calcul de la matrice de
variance.
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7.2.2 Test de Goldfeld-Quandt

Une forme plus ancienne des tests d’hétéroscédasticité est donnée par le test de Gold-
feld Quandt. Il s’agit d’une situation dans laquelle on suspecte qu’'une variable donnée z
joue sur la variance des régresseurs de fagon monotone, c’est a dire E (u? |x;)) = o +h (z),
avec dim z = 1 et h une fonction croissante. L’idée du test de Goldfeld et Quandt est d’or-
donner les observations en fonction de z; et de partitionner ensuite les observations en
deux groupes tels que

Y1 Ty
gl = ’ L1 = ’
YN, xlNl
YNo+1 fC/NQH
y, = . oz, = .
Yn Ty

Les seuils N7 et N, sont choisis de fagon & écarter les deux échantillons. En pratique on
prend N; &~ N/3 et Ny ~ 2N/3. L’idée du test de Goldfeldt et Quandt est de comparer
les estimateurs des variances dans chaque sous échantillons

1 4
~2 7 \2
0] = —/m— i — x;01)7,
1 N
~2 17 \2
02 = Yi — ibs
2 N—M—K—%%;< )
Sous I’hypothése d’homoscédasticité,
2
~2 99 2
01 ~ NI_K_llefo]_?
52~ a% X2
2 N—NQ—K—l N—NQ—K—I'
Si bien que
32
A—é ~ FN K1 N-No—K—1-
09

L’hypothése nulle d’homoscédasticité est rejetée au seuil « si

2
o
1
= > Fny—k-1,N-N,—k-1(1 — @)
2

ol Fy,—k-1n-N,—k-1(1 — ) est le quantile 1 — o de la loi de Fisher & Ny — K — 1 et
N — Ny — K — 1 degrés de liberté. Ce test n’est plus tellement utilisé. Il a été développé
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dans le cadre spécifique dans lequel les résidus sont normaux et la statistique de test est
exacte et non pas asymptotique. C’est la raison pour laquelle d’ailleurs les estimateurs
du paramétre b sont différents dans les deux échantillons. Cela garantit en effet que les
deux estimateurs des variances sont indépendants, ce qui est important pour construire la
statistique de Fisher. Il en résulte d’ailleurs que le test effectué n’est pas nécessairement le
test d’hétéroscédasticité puisque les hypotheses nulles et alternatives du test de Goldfeld
et Quandt sont
Hy:02=03 etby —by €R

contre
Hl:a%%ag etbl—bQG%

Alors que le test d’hétérogénéité pur est un test de
HoiO'%:O'g etblzbg
contre
HIIU?%Ug etblzbg

En tout état de cause rien n’empéche de considérer des indicatrices d’appartenance aux
trois sous échantillons I1 = {i < N1}, [o = {N; <i < Ny} et I3 = {Ny < i}, et d’exami-
ner les resultats de la régression

ib\f = 0'2 + 61]1 +53[3 + v;

et de tester I'égalité 6; = 03.

7.3 L’estimateur des MCQG dans le cas ou V (u; |z;) =

Un cas pouvant se présenter est celui dans lequel on spécifie le moment d’ordre 1 et
le moment d’ordre 2 d’une variable conditionnellement & des variables explicatives. On a
alors un modeéle de la forme

V(yilri) = h(z;,0)>0

ou h est une fonction connue, mais # un paramétre inconnu. On est typiquement dans un
cas hétéroscédastique, et on sait que Iestimateur des MCG serait 1’estimateur linéaire sans
biais le plus efficace du parameétre b. Cet estimateur pourrait étre obtenu en sphéricisant
d’abord les observations, i.e. en divisant les variables explicatives et la variable dépendante
par \/h (z;,0) puis en appliquant lestimateur des MCO. Néanmoins il n’est pas possible
de mettre en oeuvre cette méthode directement car le parameétre 6 est inconnu. On peut
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néanmoins dans certaines situations avoir un estimateur convergent # du parametre 6, et

on met alors en oeuvre l'estimateur des MCQG en divisant les variables par 4 /h <x2,5>

On étudie ici les conditions sous lesquelles I'estimateur obtenu est asymptotiquement
équivalent a l'estimateur des MCG et sera donc l'estimateur de variance minimale. Il
convient néanmoins de remarquer que ce type de démarche est rarement mis en oeuvre. En
effet, on a tendance a privilégier la robustesse des estimations et les tailles d’échantillons
parfois trés grands dont on dispose incitent a le faire. Il s’agit ici non pas de la robustesse
de I'estimateur du paramétre b mais de la robustesse et de la convergence de ’estimateur
de la variance de ce parameétre. Les résultats de I'inférence faite lorsqu’on spécifie les deux
moments sont nécessairement plus fragiles que lorsqu’on ne spécifie qu'un seul de ces deux
moments.

— Hy Les observations (y;,z;) € RxR £t 4 =1,.... N, sont IID

— H2 H2 V (u; |x;) = h (0, z;) mesurable et dérivable
H3 H4V N z'z et E(z)x;) sont inversibles
Hb5 Les moment |xg;x;;| existent

~H630 = 6y + O (1 / VN ) ou g est la vraie valeur du paramétre
—~ H7 3 une fonction d(z;) telle que Max (|z},u;| |VR™ (0, 2:)| ,|x)u:| b=t (6, 2;),
}:cglixlﬂ-‘ h~t (H,xi)) < d(z;) et E(d(z;)) < o0
Ce modele spécifie donc a la fois les moments d’ordre let 2 des résidus condition-
nellement aux variables explicatives. La condition H7 garantie la convergence uniforme

. : , P
en 6 des moyennes empiriques de fonction de 6 vers leur espérance h=' (6, x;) xjz; —

E(h= (0, z;) 2}a;), b1 (0, ) 2u; 2 E(h= (0, 2;) 2ju;) et VR (0, ;) 2u; 2> E(VR™ (0, 2;) 2us).
Proposition Sous les hypothéses HO o H7, 'estimateur des MCQG

—1

/ /
~ T;%; T;Y;

bmcqg - 27/\ arsy
vérifie quand N — oo

o P
1. bmegg — b, Convergence

I~

2. /N (bmcqg — b) LN <0,Va5 <?)\mcqg>> , Normalité asymptotique

3. Vs </b\mcqg) = [E(%)] o =V (/b\mcg> Equivalence des MCQG et des MCG

4. Vs (b\mcqg) = h(?jéo) St Vs (/b\mcqg) Estimation de la matrice de variance asymp-

totique Vy
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5 VN vas(mcqg)_1/2 (chqg—b) L N(0,1)

Démonstration Soit /f\LZ =h (5, xl> .

=

Convergence b,y = b + (hi_ 1x;xz> h; tahu

h—1 <xz,5> Thz; LNy (h=Y (x;,00) 2i2;) comme 0 EiN 0o et par U'hypothése HT qui garan-
tit la convergence uniforme

Tzi’lm;zi LNy (h; '2iz)
D’ot la convergence de ['estimateur puisque E (b~ (z;,00) xiu;) = 0.
Normalité asymptotique

Le seul point & montrer est m Thu; — LN (O, E(h(ﬁmgo)w

VNR; Ll = \/N@—l — R (a, eo)> s + VNI (7, 00) 2w

Le deuziéme terme converge clairement en loi puisque h™ (x;,00) ziu; a des moments

d’ordre 1 et 2. On a d’ailleurs par un calcul immédiat V (b~ (z;, 00) x}u;) = E(hé w(;o ). On

applique le théoréme de la valeur moyenne h;l —hY (z,00) = Vh! (9,@) ((9 — (9) , avec

)5— 0‘ < ‘5— (9‘ On peut donc écrire JN(ﬁ;l — ht (xi,00)> riu; = xhu;Vh! (5, L)

VN (5 — 9) et VN (/9\ — 9) est borné en probabilité et par l'hypothése HT xiu; Vh=! (5, §Z> EiR

E (m;uth’l <50,§i)> =0

Les deux derniers points se démontrent de la méme facon que précédemment

7.3.1 Application

On considére le modéle en coupe
Yi = zib+

dans lequel on spécifie la forme de I’hétérogénéité.
Cas: E(u;|z;) = Y.  ZuTmiYin
L,m<K+1
On procede de la fagon suivante

1. Calcul de ZMCO et des résidus : u; = y; — xz@Mco.

2. Régression de u? sur les variables T : U2 = Y. TyTmiVim + Wi
Im<K+1
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3. Construction d’un estimateur de o; par o; = \/ > TUTmiYim
Im<K+1

4. Calcul des données sphéricisées : y; = y; /04, T; = ©;/0;
5. Calcul de l'estimateur des MCO sur ces données

On a vu les conditions sous lesquelles I’estimateur 4 converge bien vers la vraie valeur.
Cette spécfication a néanmoins I'inconvénient de ne pas imposer la positivité de u?. Bien
qu’elle soit naturelle, on lui rpéfere souvent pour cette raison d’autres traitement de
I’hétéroscédasticité en particculier avec des formes exponentielles.

Cas : u; = v; exp ( > iUZz'iUmﬂzm)

I;m<K+1

On suppose de plus que v; est indépendant de z; avec E (v;) =0 et V (v;) =1. On a

donc E (u?|z;) =exp (2 >  ZuZmivy, | - Cette forme est utile et souvent choisie car
I;m<K+1

elle garantit que la variance conditionnelle est positive. Il faut estimer le parameétre . Ceci
est fait & partir du logarithme des résidus des mco au carré. On a en effet F (In (u?) |z;) =

EQ2In(|vi]) |s) +2 > T1TmiVyn- Les coefficients v, ., excepté celui de la constante
l;m<K+1
sont donc estimés de fagon convergente & partir d’une régression de In (u?) .

On procede de la fagon suivante :

Calcul de EMCO et des résidus : u; = y; — xi/l;Mco.

Régression de In (u?) sur les variables z; : In (U?) = 2 TmiVym + Wi-
Construction d’un estimateur de o; par o; = exp 22’/9\

Calcul des données sphéricisées : y; = vy; /04, T; = 1;/0;

AR R S

Calcul de 'estimateur des MCO sur ces données

7.4 Exemple : estimation d’une équation de salaire

On illustre les résultats de ce chapitre en estimant une équation de salaire. Cette équa-
tion dite de Mincer relie le salaire (en logarithme) au niveau d’éducation et a 1’expérience.
Le niveau d’éducation est mesuré par le nombre d’année de scolarité, et I’expérience en
nombre d’années écoulées depuis la fin des études. La spécification retenue est quadra-
tique :

w; = ap + assco; + e exp; +0, (exp; —10)2 + ap homme + u;

le rendement de I’éducation est ’accroissement du salaire li¢ & 'augmentation d’une an-
née de la scolarité : a,. Le parameétre o, représente donc le rendement de ’éducation
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bmco s(bmco) sw(bmco) sw(bmco)/s(bmco)
Cste 4,11090 (0.02932) (0.03587) 1.224
scolarité 0.06346 (0.00182) (0.00218) 1.196
expérience 0.02568 (0.00078) (0.00089) 1.144
expérience? -0.00052 (0.00004) (0.00004) 1.049
homme 0.15131 (0.00829) (0.00832) 1.004

TAB. 7.1 — Estimateur des mco avec écart-types robustes et standards

au bout de 12 années d’étude. De méme le rendement de I'expérience est estimé comme
a. + 20, (exp; —20) . Le coefficient a, s’interpréte donc comme le rendement de 1'expé-
rience & 20 ans, et le coefficients (3, reflete quant a lui la nature croissante ou non des
rendements de 'expérience. L’équation est d’abord estimée par les mco. On calcule pour
cette estimation les écarts-type de deux facons : d’abord avec la formule standard des

meo Vi, (1) = 82%_1 et V(1) = V,, (1) /N puis avec la formule robuste de White
Vs (2) = xgxflﬁ%x;xix;xfl et V, (2) = V,o/N. Les résultats sont présentés dans le ta-
bleau 7.1

La premiére colonne donne la valeur estimée du parameétre. La deuxieme 1’écart-type
estimé par la formule ignorant 1’hétéroscédasticité, la troisieme colonne donne I’écart-
type robuste calculé avec la matrice de White. Enfin la derniére colonne donne le ratio
entre les deux écarts-type. Les résultats sont obtenus sur un échantillon de 6975 salariés
dans le commerce en 2002. Les résultats montrent que le rendement de ’éducation est
6.3%. Une année d’éducation supplémentaire conduit donc a un accroissement du salaire
de 6.2%. On observe que le rendement de l’expérience est décroissant avec I'age. Il est
de 2.6% pour une année supplémentaire & 10 ans d’ancienneté et de 2.0% & 20 ans.
Enfin on voit que les hommes sont payés 15% plus que les femmes. L’intérét principal
de ce tableau réside néanmoins dans les écarts-type estimés. On voit qu’en général les
écarts-type tenant compte de I’hétéroscédasticité sont plus élevés et qu’en terme relatif
les différences sont élevées. Ainsi pour le coefficient de la scolarité 'erreur est de 20%. On
voit néanmoins que dans ’absolu les écarts-type ne sont pas fondamentalement différents.
Ainsi pour la scolarité U'intervalle de confiance a 95% calculé avec le premier écart-type
est de [5.98 , 6.71] alors qu’avec le second il est de [5.91 , 6.78].

Malgré cette faible différence, on peut faire un test d’hétéroscédasticité. Pour cela
on régresse le résidu au carré sur les variables explicatives leurs carrés et leurs produits
croisés : c’est a dire sur les treize variables explicatives 7; = 1, sco;, exp;, exp?, Homme,
sco?, sco;exp;, scoexp?, sco,Homme, exp?, exp;Homme, exp? Homme. On parvient au
résultats reportés dans le tableau 7.2 pour cette régression.
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parametre écart-type  student
Cste 0.8783 (0.1262) 6.96
scolarité -0.1024 (0.0158) -6.50
expérience -0.0352 (0.0044) -8.04
expérience? 0.0028 (0.0003) 8.21
homme -0.0101 (0.0524) -0.19
scolarité?2 0.0028 (0.0005) 5.45
scolarité x expérience 0.0030 (0.0003) 10.03
scolarité x expérience? -0.0001 (0.0000) -5.95
scolarité x homme 0.0029 (0.0033) 0.88
expérience3 -0.0001 (0.0000) -5.50
expérience x homme -0.0018 (0.0014) -1.29
expérience4 0.0000 (0.0000) 4.00
expérience? x homme 0.0001 (0.0001) 1.24
R2 F
0.0287605 187.51859

TAB. 7.2 — Régression du carré du résidu sur les variables et leurs produits croisés

Le tableau donne le parameétre estimé ainsi que son écart-type. On voit que de nom-
breux coefficients sont significatifs : la scolarité, ’expérience, 'expérience au carré.... Le
test d’hétéroscédasticité consiste a faire un test de nullité globale mis a part la constante.
Ce test peut se faire & partir du R? de la régression en examinant la statistique F' = N R2.
La statistique suit est un x?(12). Bien que le R? soit trés faible, la statistique est tres
élevée et excede treés largement la valeur seuil d’un test & 5% : 21.03. On rejette donc
I’hypothése de nullité globale. L’hypothése d’homoscédasticité est ainsi trés fortement
rejetée.

Si on spécifie la forme de I’hétéroscédasticité, on peut mettre en oeuvre ’estimateur
des mCQG. On spécifie comme cela est fait en général cette hétérogénéité sous la forme
d’une exponentielle. On spécifie alors la perturbation comme

u; = v; exp (T;0)

ou z; représente ’ensemble des variables explicatives, de leurs carrés et de leurs produits
croisés. On fait 'hypotheése
’UiJ_Z',L'

Sous cette hypothese
In (uf) = Z;¢ + In (v)

Le parameétre ¢ est estimé a la constante prés a partir de la régression

E (ln (uf) |m2) = 2;0
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parametre écart-type
Cste -0.1030 (0.9749)
scolarité -0.5734 (0.1216)
expérience -0.2728 (0.0338)
expérience? 0.0220 (0.0026)
homme 0.0779 (0.4043)
scolarité? 0.0170 (0.0039)
scolarité x expérience 0.0235 (0.0023)
scolarité x expérience? -0.0008 (0.0001)
scolarité x homme 0.0018 (0.0256)
expérience3 -0.0004 (0.0001)
expérience x homme -0.0007 (0.0109)
expérience4 0.0000 (0.0000)
expérience? x homme 0.0000 (0.0005)

257.72443 12

TAB. 7.3 — Régression du logarithme du carré du résidu sur les variables et leurs produits
Croisés

puisque E (In (v?) |z;) = E (In (v?) |z;) . Les résultats auxquels on parvient sont reportés
dans le tableau 7.3.

On voit que la aussi de nombreux parameétres sont significatifs, et on pourrait comme
précédemment faire un test d’hétéroscédasticité correspondant au test de la nullité globale
des paramétres, a partir du R2.de la régression. On parviendrait a la statistique de 255.30,
plus élevée que la précédente mais conduisant a la méme conclusion que l'on rejette
fortement ’hypothése d’homoscédasticité. Toutefois 'intérét de cette régression est de
récupérer la valeur prédite et d’en déduire une estimation de la variance conditionnelle.

A partir de ces estimations on peut en effet calculer (x;) = exp (55,&) , et on sphéricise

les données en divisant le modéle par exp <551$/ 2) . On considere ainsi y;spn = vi/0 (;)
et Zispn, = 2;/0 (x;), y compris la constante. Pour trouver 'estimateur des mCQG, on
procéde alors & la régression par les mco. Bien sur il est 1a aussi possible de calculer un
estimateur robuste de la matrice de variance du parameétre exactement comme on le fait
en l’absence de correction d’hétéroscédasticité. Normalement les écarts-type doivent étre
trés proches, si la correction a retiré toute 1’hétéroscédasticité du modeéle. On parvient
aux résultats reportés dans le tableau 7.4.
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bmcqg s(bmcqg) sw(bmcqg) s(bmcqg)/sw(bmco) sw(bmcqg)/sbmcqg)
Cste 4.26942 (0.03118) (0.03152) 0.869 1.011
scolarité 0.05496 (0.00194) (0.00197) 0.892 1.015
expérience 0.02275 (0.00080) (0.00079) 0.899 0.988
expérience? -0.00046 (0.00003) (0.00004) 0.904 1.044
homme 0.14501 (0.00769) (0.00781) 0.924 1.015

TAB. 7.4 — Estimateur des mcqg

On voit que les résultats sont un peu changés. On remarque en particulier une baisse du
rendement de I’éducation qui passe de 6.3% a 5,5%. Cette différence faible est inquiétante
car 1a encore les deux parameétres devraient étre trés proches et 1a il different plus que
ce qu'implique 'ordre de grandeurs de la précision des estimations. Ceci n’est donc pas
une bonne nouvelle en ce qui concerne la convergence des estimateurs. On voit néanmoins
que les écarts-type sont modifiés. On vérifie bien la propriété des mCQG que les écarts-
type correspondants sont plus petits que ceux des mco : le gain est ici de l'ordre de
10%. Toutefois compte tenu de la taille de I’échantillon, cela ne représente qu'un gain
modeste en terme de largeur de l'intervalle de confiance. Les changements ne sont pas
bouleversants. On observe par ailleurs une plus grande similitude entre les écarts-type du
modeéle sphéricisé robuste et directement obtenus que dans le cas précédent.

En conclusion de cet exemple, I’hétéroscédasticité est bien présente ici, mais les dif-
férentes facons de la prendre en compte soit dans le calcul des écarts-type, soit par la
mise en oeuvre des mCQG, ne conduisent pas & des modifications considérables dans la
précision des estimateurs et leur estimation. La encore on se rend compte que la vraie
question est plus 'existence de biais dans les estimations que celle de la possibilité de gains
importants dans la précision des estimateurs. On verra par la suite que lorsque I’on aborde
cette question, les estimateurs que 'on pourra mettre en oeuvre vont devenir beaucoup
moins précis. Dans ce cas, la correction de ’hétéroscédasticité pourra représenter un gain
appréciable de précision.
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Chapitre 8

Autocorrélation des résidus dans les
séries temporelles

Dans les modeéles en série temporelles, I’hypothése de non-autocorrélation des pertur-
bations est assez forte et fréquemment non-vérifiée
On considére les modéles sur série temporelle :

yt:xtb—l—ut, tzl,,T

On est donc dans un cadre dans lequel on ne peut plus faire ’hypothése d’indépendance
des observations.

On va voir a ce sujet :

— différentes formes d’autocorrélation,

— les tests permettant de détecter I'autocorrélation,

— les méthodes d’estimation adaptées en présence d’autocorrélation.

8.1 Différentes formes d’autocorrélation des pertur-
bations

8.1.1 Processus stationnaires au premier et au second ordres

Un processus est une série temporelle (z;). On dit qu’il est stationnaire au premier
et au second ordre lorsque les moments d’ordre 1 E (2;) = p est indépendant de ¢, et
Cov (2, z5) = 04, ne dépend que du nombre de dates séparant les deux observations.

On ne considérera que des processus stationnaires au premier et au second ordre.
On peut néanmoins citer quelques exemple de processus non stationnaires. Une variable
trendée par exemple ne suit pas de processus stationnaire au premier ordre puisque
E (z;) = a + bt. Une marche aléatoire z; = z;,_1 + &, avec &;, [ID de moyenne nulle et de
variance o2 constante est un processus stationnaire au premier ordre F (2;) = E (2;_1) +

113
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E (e;) = E (%-1) , mais pas au second ordre : E (27) = E (27_,) + 2E (z16,) + E (¢}) =
E (z2.,) + 0% La variance n’est pas constante et on voit méme qu’elle tend vers 1'co.

8.1.2 Perturbations suivant une moyenne mobile (MA)
Perturbations suivant une moyenne mobile d’ordre 1 (MA(1))

La perturbation u; suit un processus de moyenne mobile d’ordre 1 noté M A(1) si :

up =€ + bheia

avec Be; =0, Ve, = 02 et cov (er,e0) =0 ViE#£Ht

Les perturbations u; ne sont plus IID, mais ces hypothéses sont transposées au pro-
CesSus &;.

On voit trés facilement que le les processus MA(1) sont stationnaire a I'ordre 2. On
aeneffet E(ulz) =0,V (u|z) = (14 6%) 02, E (w1 |z) = 002 et E (wu_s [z) =0
pour s > 1. La matrice de variance covariance des perturbations a donc pour expression

1+6*> 0 0 0
6 1+6* 0
V(u) =o? 0 9 . .0
.. . 0
0 0 6 1+6

Perturbations suivant une moyenne mobile d’ordre q (MA(q))

Ce cadre se généralise directement au cas d’un processus moyenne mobile d’ordre q.
La perturbation u; suit un processus de moyenne mobile d’ordre ¢ noté M A(q) si :

U = & + ngt_l + -+ qut—q

avec Fey =0, Ve, =02 et cov (e,6¢) =0 VALt
On voit 1a aussi tres facilement que le les processus MA(q) sont stationnaires a ’ordre
2. On a en effet F (u; | X) =0, et en outre

Viwlz)=1+6+ - +62) 0
Pour s > ¢, on a clairement E (uu;_s |2) = 0, par ailleurs pour s < g on a
E(uuyg|lz) = E((er+ 01801+ -+ 058 g) (er-s + 01851+ +05854))

= F ((Hsgt—s + 08+15t—s—1 +---+ qut—q) (515—8 + Hlst—s—l + -+ Qq—sgt—q))
= (05405161 + - +0,0,_5) 07
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ne dépend que de s. Le processus est stationnaire a ’ordre 2.
Une généralisation de ce processus est le processus moyenne mobile co. Il est simple-

ment défini -
U = &4 + g 0,c:_
t t g=1 qct—q

Proposition Un processus moyenne mobile infini défini par
o0
U = E¢ + E =1 Hqst—q

est stationnaire dés que ( + Zq 1 q) 00

On voit directement que

Vi(u|z) = (1—|—Zq . q>

est fini dés que la série 92 converge. Pour les covariances, on a aussi directement

E (uuy_s|z) = (9 + Z 03+q9q> o

cette quantité ne dépend pas de t et est en outre finie dés lors que la série 93 converge, de

par l'inégalité de Cauchy ‘Z L agbg ‘ <y b2

qlq q=1"q"

8.1.3 Perturbations suivant un processus autorégressif (AR)
Perturbations suivant un processus autorégressif d’ordre 1 (AR(1))

Un processus (AR1), est un processus dans lequel les perturbations sont engendrées
par le processus :

U =pu1+eé¢,, t=1.1T

avec :
— E(et|lz) = 0, V(elz) = 02, cov (er,en|X) = 0, V t # t' : les hypotheses
d’homoscédasticité et d’indépendance des perturbations du modeéle sont la aussi
transférées aux ¢; c’est a dire aux innovations du processus :
— |l <1
On peut calculer la matrice de variance covariance d’un processus AR(1). On écrit
facilement la facon dont la perturbation u; dépend des perturbations passées

U = purte=plpu—stei)te=c+pe_1+p(pu_s+e2)
= ertpeito+p et plug
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Proposition Le processus AR(1) wu; est stationnaire si E (ug|X) = 0 et V (ug|X) =
o2/ (1 —p?) et cov (g, ug) = 0. Ces conditions sont satisfaites si le processus engendrant
uy débute en —oo.

Compte tenu de l'expression : u; = & + -+ + p" ey + plug. On a @ E(uy | X) =
E@E|X)+ - 4+p 7 E@E|X)+pE(ulX)=0

En outre u; est non corrélé avec les perturbations futures. En effet, pour ¢ > ¢,
E(wey | X) = E(ey(ec+ -+ p7ter+ plug) |[X) = 0, puisque F (epei|z) = 0, et
E (epug|z) = 0. Par ailleurs, v, = g + -+ 4+ pt= Ve 1 + p!~5u,, et donc compte
tenu du résultat précédent E (wus|z) = E ((& e ptfsus) Us |g) =
p*E (u?|z) . Enfin

Viule) = Viele)+p*V (galz) +--+ pP TV (e |z) + p*V (uo |2)
_ 2(1+p2+.”_’_p2(t71))_'_thO_iO
o1 —p*

2 2
2t 2 0 ot [ 2 g
i TP _1—6p2+p (U“O_l—gpz)

Siol =o02/(1—p®)ona

Viwle) = o2/ (1-p%)
Cov (ug,us) = p'°a2/ (1—p?)

Si le processus remonte en —oo on a :

o0
o S
U = E P Et—s
s=0
On a donc

V (u|z) Zp2502—02/ (1-p%)

La matrice de variance-covariance des perturbations a donc une expression trés simple

B 1 p p2 prl T
) p L p p'?
O-z-: . .
Vi(ulz) = — : :
pT—2 1 p
i pT—1 T2 P 1

Ce type de processus est fréquemment postulé, car il traduit I’idée simple et importante
qu'un choc exogéne a un moment donné a un effet persistant mais décroissant exponen-
tiellement avec le temps. De par la simplicité de I'expression de la matrice de variance, ce
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type de spécification permet en outre une mise en oeuvre facile de méthodes d’estimation
plus efficaces que les MCO (telles les MCQG).

Perturbations suivant un processus AR(p)

La spécification précédente se généralise au cas ou la perturbation u; dépend des p
perturbations précédentes. On note ce type de processus AR(p) si :

Ut = PrUt—1 + Pollp—2 + -+ PUt—p + E¢

Ce que 'on représente par
A (L) U = E¢

avec A(Z) =1—pZ — py 2> —--- — p,ZP, E (e;]|z) = 0. On fait 1a encore I'hypothese
que V (g, |X) =02 et cov(e,ep | X) =0, VE AT

Proposition Pour que le processus AR (p) soit stationnaire & l'ordre 2 il faut que les
racines du polynéme A (X) soient de module supérieur a 1.

Démonstration On a en effet

Et . &t
A(L) a 1—pL—pyL?— - —p,LP

= °t = P > krk B o0 L
- Hi:l (1=rL) B <HS=1 Zk:o rsl > L (Zk:() L ) €t

ol s est linverse de la $™¢ racine (éventuellement complexe) du polynome A (Z) et est
donc de module strictement inférieur o 1. Le processus apparait ainsi comme un processus
moyenne mobile infini dont les coefficients sont directement déduit des racines rs. Chacun
des processus moyenne mobile Ziio T§L’“ est stationnaire puisque |rs| < 1. En outre
on montre facilement que si on considére deuxr MA(oco) (D a,L?) et (> b,L7) tels que
(O lagl) < 00 et (D 1b,]) < 0o alors le produit de ces deur MA(oco) est un MA(co) ayant
la méme propriété de sommabilité.

(St (X 0,27) = (Z (gp) Lq>

Uy =

S beags| < 30D bllagol = (D lagl) (3o Ihal) < o0

On en déduit que (3 ey |np]) < oo et done (Y i, |77k|2) < oo . Le processus est donc
stationnaire.
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L’expression de la matrice de variance covariance peut étre néanmoins relativement
complexe. Si on considére le cas d'un processus AR(2) par exemple, on peut calculer

— 52 — 1- —
Vin =0, = <1+p2>[< ) % = YoV

cov (ug, up—1) = 1 O’ =0,

cov (g, up_o) = p20 + plp 02 =Ty = p, Uy + p, ¥y

cov (up, up—s) = Vs = pVWs 1+ py¥s o, s> 2

Ces formules illustrent la complexité de la forme de la matrice de variance covariance dans
le cas AR(2) . On voit toutefois émerger une certaine régularité dans la détermination des
covariances, qui se généralise au cas AR(p) . En effet pour un AR(p) : u¢ = pyu—1 +-- -+
ppUt—p + €, pour des valeurs de s suffisamment élevée(> p), on a

FE (utut_s) = plE (Ut_l'LLt_g) + -+ ppE (ut—put—s) + FE (5tut_5)
Vs = P17Vs-1 Tt :Op’)/s—p
pour v, = E (uus_s). Cette équation est connue sous le nom d’équation Yule-Walker.

Elle est aussi vraie pour les corrélations (c’est a dire la covariance divisée par la variance
puisque le processus est stationnaire)

8.1.4 Perturbation suivant un processus ARMA (p,q)

Une derniére généralisation correspond & la situation combinant les deux processus
précédents : on dit que la perturbation wu; suit un processus ARMA(p,q) si 'on peut
écrire :

avec 9
A(L)=1=p L —p,L* =+ = p, L7
B(L)y=1+60, L+6; L*+---+0,L"

et
E(g) =0, V(e) =02Cov(e,ey) =0 Vt#t

On a le méme résultat que le processus est stationnaire si les racines du polynome A (Z7)
sont a l'extérieur du cercle unité.
On examine le cas particulier d’un processus ARMA(1,1)

U = pup—1 + &4 + Oy

Par conséquent

UZ =Vu = PQE (“371) + L (5?) +60°E (5t271) + 20pE (u—1€¢1)
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Comme E (we;) = E (€2) = 02, on a 02 = p?c2 + 02 + 0%0% + 20ps?, d'on

1+ 6”426
Vu, = o? (w) = 02wy, Vt

1—p?
De méme
cov(ug,ug_1) = pE (uf,l) +0F (uy_164-1)
14+6p)(0 +
= ai+ea§:a§( 1'0_);2 P) :agwl
etVs>1
cov(ug, Up—s) = peov(Us—1,Us—s) = pcov(Uy, Up—(s—1)) = p* oty
soit ~ _
Wo wy  pwr pPwy oo pl
w1 Wo w1 pw1
Vu:o'g pwl wn e e e p2w1
p2w1 pw1 w1 pw1
T w1 Wo w1
i pr 2wy - pPwy pwy wy Wo ]

8.2 Estimateur des MCO lorsque les perturbations
suivent un AR(1)

On considére le cas d’un modéle

Yr = Tt b+

dans lequel les perturbations suivent un processus AR(1) et sont indépendantes des va-
riables explicatives. On a donc :

1. E(ulz)=0

2. V(u]z) =% de dimension T' x T" et on a vu que

1 P pz pT—l
2 p 1 p p’?
> = £ : : :
<p> 1 _ ,02 prQ . p
i prl pr2 p 1 |
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P . .
3. %g’z — Qxx, et que 2’z et Qx sont inversibles.

Cette hypothése n’est pas systématiquement garantit en pratique. En particulier dans
le cas de la présence d'un trend ou dans le cas de la présence de variables explicatives
distribuées suivant une marche aléatoire les moments d’ordre 2 n’existent pas.

On fait enfin I’hypothése que la matrice %g’ Yz LN Qx>x
Sous ces hypothéses 'estimateur des mco

~

Nt T
bmeo = (2'z) " 2'y
vérifie les propriétés suivantes :

1. & (/Z;mco |z ) = b : Pestimateur est sans biais

z(z'z)”"

2.V (me |§) = (2z) ' 'S

3. /b\mco £ b . estimateur est convergent

4. T </b\mco — b) LN (0, Vus) : Pestimateur est asymptotiquement normal.

d. ‘/as = Qg(l)(QXEXQ;(g( = phm TV </l;mco |£>
6. L’estimateur de la variance des résidus

SO e
g = th:]. ut
~2 P
est convergent : - — o2
7. L’estimateur du coefficient d’autocorrélation des résidus est convergent

T A A
p= Yo Wl 1 P
T OSNT  p2
b

=2 U1
. L 9\ .
8. VT (p—p) = N (0,1 — p?) il est asymptotiquement normal
On en déduit que

9. ¥ (5,5%) & =(p,0?),

T T T
un estimateur convergent de la matrice de variance de I'estimateur.

10 VTV (o l2) (B~ ) 5 N (0.1)

Remarque 1. Les résultats ne sont pas fondamentalement changés par rapport a ceux
du chapitre précédent : [’estimateur est convergent, asymptotiquement normal et on
peut estimer de maniére convergente sa matrice de variance.

o~ o~ n —1 .’E' A82 T / —1
10. Vis <bmco |£> = <§§> L2 ) <§§> it Qx5 Qx=xQ%% On peut donc obtenir
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2. La définition de [’estimateur du coefficient d’autocorrélation & une interprétation
simple. On peut construire le résidu estimé

at =Y — xtbmco
et on estime p par application des mco sur le modéle

Uy = pls—1 + &
s0it oo

p= Yo Uglly 1

Nig 117y
si les résidus n’étaient pas estimés, on obtiendrait directement la loi asymptotique
de Uestimateur en appliquant les résultats standards : /T (p — p) LN 0,V ) et
V= V(uf,l)fl V (&). Comme V (u;) = p*V (u—1) + V(&) et V (ug) = V (ug-1),
V(u-1)" V(&) = (1-p)
3. On peut préciser l'allure de l’expression de la matrice %g’ Yx. Dans le cas d’une
seule variable explicative, par exemple, on a
2

1, o S, @ > Ty

B € t 7t 2 s t S

T T 1o 2 ( T2
si le processus engendrant les x est stationnaire et de moyenne nulle, et que [’on
définit v, comme cov (xy, x—s) = v,V (z;), ce terme s’écrit

2
~a'se % - PV ) (14230 o) =V ) Vi) (14230 5,)

et la matrice de variance de l’estimateur est alors

T V () s
Vas (bmco |X> = Vi) <1 +2 ZS P ”Ys)
Uerreur sur la matrice de variance est donc d’un facteur multiplicatif (1 +2 " p*v,) .
On voit qu’elle est d’autant plus importante que le coefficient d’autocorrélation est
fort. Si p =0 on voit que l’on retrouve la formule standard de la variance des mco
(dans ce cas spécifique). On voit aussi que U'erreur est d’autant plus importante que
les variables explicatives sont elles-mémes corrélées dans le temps. A la limite si les
v, sont nuls, il n’y a pas d’erreur.

4. L’obtention de ces résultats repose sur des théorémes de convergence étudiant la
moyenne de variable dépendante dans le temps. On donne les deux principaux. On
considére un processus stationnaire z; dont la moyenne est E (z) = m, avec des
covariances E (zzi_y) = 7y, définie pour k allant de —oco & +oo. On fait U’hypothése
que ces covariances sont absolument sommables :

+oo
Z 7kl < o0
—00
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(a) zLm et imTE (z; —m)® — Y. %,

(b) size = m+ 3, bser s, avec Y., |d,| < oo et & IID, alors /T (Z —m) L
( Z+oofyk)

Le résultat im TE (Z; —m)® — 3.7, présente le changement fondamental avec
la situation du chapitre précédent. Dans le chapitre précédent on avait simplement
NE (Z_t)2 = 02, ici l'analogue de v,. La différence provient ici du fait qu’il est né-
cessaire de prendre en comte la corrélation entre les observations aux différentes
dates. Le résultat n’a toutefois rien de trés surprenant. Dans le cas d’une variable
de moyenne nulle, on a :

1
T,Z_t2 = T(Zl—f—"'—f—ZT)z
1 T 1 T
= T Zt . T Z 221+ 2T Zt:T Zt2-T+1
-1 1 T 1 T T
= T Z _ t T T 1 Z o 24241+ + 2T—T 1 Zt:T ZtZt—T+1
et donc
. T—-1 1
TE(%*) = 7o+ 2T71 +et 2T7T—1
. 1 T—-1
TE (th) - (70 +27 4+ 27T71) = _2(f’71 +- At T'YTA)

qui tend vers zéro puisque la série Y% |y,| converge.

Comme on le voit pour que la loi des grands nombres soit satisfaite il faut que la
dépendance temporelle s’estompe suffisamment rapidement. On voit aussi que la va-
riance de [’estimateur de la moyenne prend en compte cette dépendance temporelle.
Plus la dépendance temporelle est forte moins les estimations sont précises.

8.3 L’estimateur de Newey-West de la matrice de va-
riance de b,,.,

Les résultats précédents sur la convergence de I'estimateur et 1’estimation de sa ma-
trice de variance pourraient étre obtenus dans de trés nombreuses situations, c’est & dire
pour différentes spécifications du processus engendrant les perturbations. La propriété de
sans biais, de convergence et de normalité asymptotique ne va pas étre fondamentalement
remise en cause. L’expression de la matrice de variance de ’estimateur dépend en re-
vanche de la spécification du processus, car dans chacune des spécifications envisageables
la matrice de variance covariance des perturbations est différente. Dans toutes ces spéci-
fications toutefois, la matrice de variance des perturbations dépend d’un nombre limité



8.3. L’ESTIMATEUR DE NEWEY-WEST DE LA MATRICE DE VARIANCE DE Bj;c0123

de parameétres, et ces paramétres pourraient étre estimés a partir des résidus de 1'esti-
mation ; comme on ’a montré pour le coefficient de corrélation des perturbations. Il est
donc possible en théorie d’obtenir une estimation convergente des la matrice Y, & partir
de laquelle on peut estimer la matrice de variance de I'estimateur des mco. Maintenant
il est clair que cette matrice va dépendre de I'’hypothése choisie pour des raisons parfois
incomplétement explicitées. On peut donc étre tenté de rechercher un estimateur de la
matrice de variance covariance de ’estimateur des mco qui soit robuste & ce choix plus
ou moins arbitraire d’une spécification du processus engendrant les perturbations. En
outre dans I'approche précédente, on fait ’hypotheése que la corrélation entre les résidus
a différentes dates ne dépend pas des valeurs prises par les variables explicatives. On a
pourtant mis I'accent dans le chapitre précédent sur les possibilités de dépendance des
moments d’ordre 2 et des variables explicatives. Une telle question se pose pareillement
dans le cadre des séries temporelles. Le point important concerne la variance du produit
ﬁg’ u = % ZL xju;. La variance de ce terme s’écrit

T
E (Zw/z) /T = E(Zt:lmtxtut/T+Zt w0 rhr_suguy_o /T + ) Tpuy Sut/T)

T
b <Zt:2 Tttty /T + $;—1xtut—1ut/T) +
T
E (Zt:?) IL’;‘Tt—2UtUt—2/T + m;_thUt_Qut/T> + .. +
T , /
E (Zt:q xtxt—q-‘rlutut—q—kl/T + xtqurlxtut—q—&-lUt/T) 4+
T

soit B (zjxui) + 3,0 (B (whm—cuuy ) + B (z,_szup—suy)) (T — s+ 1) /T. Pour un s
donné, Y, zjz_suuy—s /T est un estimateur convergent de E (zjx;_swue—s) (T — s+ 1) /T.
Le probléme est qu’il faut estimer cette quantité pour toutes les valeurs de s de s = 1
jusqu’a s = T, ce qui est impossible dans un échantillon de taille 7. L’optique choisie
par Newey-West est de n’estimer ces termes que pour les valeurs de s les plus faibles, le
nombre de valeurs retenues dépendant de la taille de I’échantillon. Ceci est exact si la série
xyuy est distribuée suivant une moyenne mobile d’ordre fini. C’est une approximation si-
non, mais si le degrés de corrélation temporelle de x,u; décroit assez vite et si ’estimateur
retenu integre un nombre de retard croissant avec la taille de I’échantillon on peut montrer
que cette matrice est convergente. Ceci est conforme a 'idée que les corrélations entre les
perturbations disparaissent & un taux relativement élevé. Par exemple dans le cadre du
modele AR (1) elles disparaissent exponentiellement. L’estimateur de Newey West estime
E (z'uwv'z) /T par

Z - vl )T + Z aio” Zt (2} sww—s + 2 wpuy_suy) /T
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avec 7s (T') décroissant avec s et croissant avec T. Le poids proposé par Newey-West
est linéaire en s, de la forme 7, (1) = (1 —s/(q(T)+1))1(s < ¢(T)). On fait bien sur
croitre ¢ (T') vers 'infini lorsque 7" augmente, mais a un rythme beaucoup plus faible que
T. On montre que sous des hypothéses de régularité satisfaisante cet estimateur converge
vers E (z'uv'z) /T. Au total I'estimateur de la matrice de variance covariance robuste a
I’hétéroscédasticité temporelles et liée aux variables explicatives est

R e\ [~ q(T) s . R 2\ 7!
‘/le (bmco> = | = r 11— — (F, FS) —
(T> 0+;( Q(T)+1) o T
ol
T ! 52
= TLTyU;
ooy
t=1 T
P TH )
i—?s _ Z tbt—sUtUt—g
t=s+1 T

On rappelle encore que cette matrice est robuste a la fois a la corrélation temporelle des
résidus, pourvu qu’elle s’estompe assez vite et & 'existence d’hétéroscédasticité relative
aux z. On vérifie bien au passage que si on fait I’hypothése qu’il n’y a pas de corrélation
temporelle dans les perturbations ou les variables explicatives, alors on retrouve la formule
de White (dans ce cas on n’a en effet que le terme I'y dans le terme central).

8.4 Les MCQG dans le modéle AR (1) : estimateur
de Prais-Watson.

On sait que sous les hypothéses énoncées :

L. E(ulz) =0,

2. V(u]z) =3 de dimension T x T inversible
3. z'z inversible,

Iestimateur des MCO n’est pas 'estimateur optimal. Le meilleur estimateur linéaire
sans biais de b est I'estimateur des MCG :

~

bmcg — (gl 2—1 2)—1 gl 2—1 g

dont la variance est donnée par :

V () = (5
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Il peut étre obtenu comme estimateur des mco dans le modele :

2—1/2 y= 2—1/2 &b—’— 2—1/2 u

o X128 Y-Y? = [;. La pre-multilplication du modeéle par £~/2 porte on le rappelle
le nom de sphéricisation, ceci parce qu’elle rend les perturbations

indépendantes. Dans le cas particulier ou les perturbations suivent un processus AR(1),
une telle transformation peut étre donnée par :

1—p2 0 0

—p 1

n-1/2 0 —p
: .1 0
I 0 I | B 1_

L’estimateur des MCG peut alors étre calculé comme estimateur des mco appliqué au
modéle :

y1y/ 1 — p? x1/1 — p? up /1 — p?
Yo—pPY1 . To — PT1 bt Ug — P Uy

Yr — P Yr—1 I — P Tr-1 Ur — p ur—1

Dans d’autre cas, si par exemple les perturbations sont définies suivant un AR (p), ou
un M A (q), on aurait d’autres formules beaucoup plus compliquées, faisant intervenir les p
ou ¢ parameétres de la matrices de variance. Néanmoins dans le cas AR(1) comme dans les
autres, pour calculer I'estimateur MCG, il faut connaitre p. Comme celui-ci est inconnu,
on utilise 'estimateur des moindres carrés quasi généralisés (mCQG). Le principe de cet
estimateur est de remplacer les paramétres inconnus, en nombre fini, par des estimateurs
convergents dans 'étape de sphéricisation. Dans le cas AR(1), il faut ainsi remplacer p
dans la préemultiplication du modele par ¥ ~1/2 (p) par p, et donc multiplier le modeéle par
¥ ~1/2 (). Comme on 'a vu on dispose & partir de la mise en oeuvre de l'estimateur des
mco d’un estimateur convergent de ce coefficient a partir des résidus estimés.

Sous les hypotheses :
(w|z) =0
(u |x) Y (0) de dimension T' x T, 6 de dimension finie

|
< tq

Y= =

Q xx, 'z et QQx inversibles

'z —
oy LN Q) xx-1x inversible

£ 0 on dispose d’un estimateur convergent de 6
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L’estimateur des MCQG

~ N1 \ "
b = (£3(8) "2) = (5)

vérifie
= P
~ bmegg — b 1 convergence
— T (bmcqg — b) LN (0, Vas(meqg)) : normalité asymptotique
— Vs (meqg) = Q;E,l « = plim TV (mcg) équivalence entre mCQG et MCG

A~

-1 \ 7!
— Vs (meqg) = <%g’ ¥ ((9) g) v, (meqg) estimation de la matrice de variance

L’estimateur de Prais-Watson, est 'estimateur des mCQG dans le modele AR(1). 1l
est obtenu en plusieurs étapes :

1. estimation par MCO du modele y; = z:b + w;, t = 1,..., T

2. calcul des résidus estimés : 4y = y; — Tibmeo

3. estimation de p par application des mco au modéle :
ﬂt = Pat—l + &4, t= 2, ,T

soit
T A A
. Etzg UtUt—1
T 2
Li—p Up_y

On calcule alors les données transformées :

Y= 1—f)2 yr et Gy =y — pYp—1, t=2,...,T

i‘l = \/1—ﬁ2x1€tjt:xt_ﬁxtfl7 t:27’T

et on estime par les MCO sur ce modéle :

j&t:ftb—l—ﬂt, tzl,,T

L’estimateur b ainsi obtenu est convergent et asymptotiquement aussi efficace que ’esti-
mateur des MCG. Les écarts-type donnés par les logiciels standards peuvent en outre étre
directement utilisés (Remarque : il ne faut pas oublier de retirer la constante du modeéle
et ne pas omettre non plus d’appliquer la transformation a toutes les variables du modeéle
initial, y compris la constante si il en comprend une).
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8.5 Détection de I’autocorrélation

8.5.1 TUn test asymptotique

On se place dans le cadre du modele AR(1) : u; = p us_1 + €. On souhaite tester
I’absence d’autocorrélation c’est & dire tester : Hy : p = 0 contre H; : p # 0. Si on
s’en tient aux résultats précédemment énoncés, on peut estimer le modele par les mco,
récupérer alors les résidus et estimer le coefficient d’auto corrélation comme on I’a vu. On
a asymptotiquement /T (p — p) LN (0,1 — p?). Donc sous Hy, on a /T LN (0,1).
On peut donc former la statistique de test S = /Tp, et définir la région critique W =
{S ||S | >t1_q /2} . Ce test asymptotique est convergent au seuil a.

8.5.2 Le test de Durbin et Watson

Néanmoins on se trouve parfois dans des échantillons de petite taille dans lesquels
I’approximation asymptotique ne vaut pas parfaitement. C’est pourquoi on utilise trés
fréquemment, souvent par inertie le test dit de Durbin-Watson et qui repose sur la statis-
tique :

S (@ — ap)*

d—
T -2
YU

Cette statistique est liée asymptotiquement au parametre p par la relation suivante :

plimd = 2(1—p)

En effet :
limd = »li 1Et2t 2Zt2“tut1+ Et2ut1
plimd = plim ST 2
T t=1"1
= 1-2p+1=2(1-p)
puisque
phmTEt Rin —phmTZt L2 —phmTEt a2
et que

plimiEﬁtﬂt 1 Cov (ut,ut,l)
plim X! a2 V ()

Par conséquent :si p est nul (absence d’autocorrélation), d est proche de 2,
— si p est proche de 1 (forte autocorrélation positive), d est proche de 0
— si p est proche de -1 (forte autocorrélation négative), d est proche de 4
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La loi de probabilité de la statistique d est toutefois difficile & établir car elle dépend
des résidus estimés et donc des valeurs prises par les variables explicatives du modéle. On
montre néanmoins que :

__ Sous I'hypothese Hy : p = 0, il existe deux statistiques, d; et d,, qui encadrent toujours
d:
<u<3<dm

et dont la loi ne dépend que de T" et K, le nombre de variables explicatives.

Test de Hy: p =0 contre H, : p >0

Si d est proche de 2 on accepte 'hypothese et si d est faible on rejette ’hypothése. Si on
connaissait la loi dy de d, on pourrait déterminer le fractile d* (o) de cette loi permettant
de conclure au rejet ou a I’acceptation de I’hypothése Hy de non-autocorrélation pour un
test au seuil .

P(dy <d* (o) =«

Ne connaissant pas la loi asymptotique de d on détermine les fractiles correspondants
d; (o) de d; et d (o) de d,

P(d <df(a)) = «
Pld,<d (o) = «

Comme
d; < dy <d,

On a
dy (o) < d* () < d ()

La regle de décision est alors la suivante :

Si d est inférieure & d; (o), alors d < d* () : on refuse Hy

Si d est supérieure & dr (o), alors d> d* (ar) : on accepte Hy

Sidy < d < dr, on se trouve dans la zone dite inconclusive : le test ne permet pas de
conclure au rejet ou a ’acceptation de Hj.

La pratique courante consiste & inclure la zone inconclusive dans la zone de rejet de
I’hypothése Hy pour se garantir contre le risque d’accepter & tort 1’absence d’autocorré-
lation. L’amplitude de la zone inconclusive, d; — dj, est d’autant plus importante que le
nombre T' d’observations est faible et que le nombre de variables explicatives est impor-
tant. Lorsque le nombre d’observation devient important, on se trouve dans la situation
asymptotique et on peut utiliser I’'approche précédemment évoquée.
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Test de Hy: p =0 contre H; : p <0

La statistique de test & utiliser est 4 — c/l\, et il faut & nouveau la comparer & 2 : on
rejettera I’hypothése pour des valeurs faibles de la statistique et on l'acceptera si elle
prend des valeurs suffisamment importantes. On a en effet dans ce cas :

4—di <4—d"<4—-d

Par conséquent la reégle de décision est donnée par :
— si4—c7>4—d2, alors 4 —d > 4 — d* : on refuse Hy
- si4—c/l\<4—d;, alors 4 —d < 4 — d* : on accepte H,
—sid—dy <4— d<4-— d; : on est dans la zone inconclusive.

On inclut comme précédemment la zone inconclusive dans la zone de rejet de Hy.

1.

Les lois (tabulées) de dy et d,, ont été établies par Durbin et Watson pour un modéle
avec constante et perturbations AR(1).

Bien qu’il soit spécifiquement destiné a tester 1’absence d’autocorrélation contre
I’hypotheése alternative d’une autocorrélation associée a un processus AR(1), le test
de D.W. se révele capable de détecter d’autres formes d’autocorrélations ;
exemples : MA(1) ou AR(2). Dans les autres situations, il est préférable de recourir
a d’autres tests.

8.6 Résumé

Dans ce chapitre, on a étudié

1.
2.

Les différentes formes de corrélations des perturbations

Présenté les modeles AR (p) et MA(q) et mis 'accent sur le modele AR (1) qui
modélise simplement une idée simple et importante : les innovations d’un processus
peuvent avoir des effets durables mais qui s’estompe progressivement.

Examiné les propriétés de convergence de l'estimateur des mco dans le cas AR (1)
et étudié en quoi elle differe du cadre IID.

On retrouve le résultat central que la corrélation des résidus n’affecte pas les pro-
priétés de convergence de I’estimateur mais modifie en revanche les écarts-type des
estimations.

On a proposé une matrice de variance robuste a 1’hétéroscédasticité temporelle et re-
lative au x, la matrice de Newey-West, qui généralise au cadre des séries temporelles
la matrice de White robuste a I’hétéroscédasticité relative aux x seulement.

On a examiné l'estimateur des MCQG dans le cadre du modele AR (1), estimateur
dit de Prais-Watson, simplement mis en oeuvre en deux étapes. une étape mco
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permettant de calculer le coefficient de corrélation p, une étape mco sur le modéle
sphéricisé, cette étape étant particulierement simple dans le cas AR (1).

7. On a enfin examiné les tests d’auto-corrélation et présenté le test trés connu de
Durbin -Watson.



Chapitre 9

L’estimateur des MCQG dans le cas
ou {2 =1Iy® (0

On examine ici le cas des données de panel et le cas des régressions empilées. On
considére d’une fagon générale le modéle

Yy, =zb+u,;, y dedim M x1, z; dedim M x K +1

Le modele est ici spécifi¢ en terme de vecteur y, z; et u;. Comme on va le voir ce cas est
en fait une généralisation directe du cas des mco précédemment examiné.

Estimateur des MCO

On montre d’abord comment les résultats obtenus pour 'estimateur des moindres
carrés ordinaires se généralisent au cas considéré.

On fait les hypotheéses

— HO Les observations (y.,z,) € RxR £+ i =1, .. N, sont IID

- H1 E(y]z;) =0 -

— H2V (u;|z;) =V (u;) = X (0) . X est ici une matrice de dim M x M, 6 est alors né-

cessairement un parameétre de dimension finie, de taille au plus égale & M (M + 1) /2
~ H3 H4V N z'z et E(z}z;) sont inversibles
— Hb5 Les moments de |zg;xy;| et de |uyug| existent.

Proposition Sous les hypothéses HO a H6, l'estimateur des MCO

bmeo = (2'z) 2’y = (z;) zy.

vérifie quand N — oo

1. /Z;mco LN b, l’estimateur est convergent

o~

2. VN (bmco — b) L N (O,Vas (cho» , Uestimateur est asymptotiquement normal

131
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A~

3. Vs (B = [Blatey)] ™ B(ei) [Blaiz)]

=g

A~ ~ o~ / -
4. 3 = (g@ — L-bmco) (gi —gibmc()) = uu L Y, Estimation de ¥ la matrice de va-

1—1

riance des perturbations

~ ~ _— T =
_ / / !
d. V:zs <bmco> - (Eziz) £22£z£z£z

I~

R Vas (bmco> Estimation de V4

6. VNV, (Zm) e (Zm _ b> L N(0,1)

Démonstration Si M est la dimension du vecteur y, - y: = ( Yii o Y ) , alors
i=N,m=M i=N m=M i=N

'z = E X Tim = g E T Tim = E zix;, et pareillement pour z'y, d’ou l'ex-
i=1,m=1 i=1 m=1 i=1

pression de by,

Convergence Pour montrer la convergence on écrit cho =b+ (@)_1 @ Comme
les observations sont indépendantes et équidistribuées entre deux individus © et j et que
les moments |xyxy| evistent zlx; L F (z}z,;). Comme dans le cas standard, les mo-
ments d’ordre 1 et 2 de ziu, existent. On a en effet E (ziu,) = E (z/F (u;|z;)) = 0 et
V(@) = B @V (u|z,)2) + V (@B (u]z,)) = E (@{¥a}). On a done (fz;) " 2y,
E (ziz;) " E (zu,;) = 0 par application de la loi faible des grands nombres.

Normalité asymptotique VN (/b\mco — b) = (gjﬁi)fl VNzlu,

On applique le Théoréme central limite & ziu, . On a déja vu que les deux premiers
moments de ce vecteur existent . On a donc v Nzlu, LN (0, E (zi3z;)) . On applique

alors le théoréme de Slutsky (E)f1 L E (z'z;) " et VNzlu, LN (0, E (z/>Xx;)) donc

VN (bueo—b) = (@) VNZ,

X2

Estimation de %
~ —~ —~ [ R
L’estimateur de ¥ est ¥ = <gi — gibmco> (gz — L-bmco) = U, et U; = Y, — Z;bmeo =
z; (b — /b\mco> + u,;. Donc

S (L <b_/5mco>+ﬂi) z; b—gmco)_’_ﬂi)/
+
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Le premier terme converge vers ¥ par la loi des grands nombres puisque |uguy| existent.

~

Le deuziéme terme est une matrice dont les éléments sont somme de termes xﬁ <b — bmco) <b — bineo
m
~ ~ — ~ P ——7 P /
(b — bmco> (b — bmco> /xﬁmf,l Comme (b— bmco> — 0 et que xﬁxf,z — F (azﬁxﬁl) ce
m m
terme tend vers zero en probabilité.
De méme pour le troisieme et le quatriéme terme.

. . . . > 7~ 1,8 1P
Estimation de la variance de ’estimateur des mco V (bmco) = (zlz;) zXxziz,  —

V () )

Le seul terme important est ggigl et on a

3z, — E(Z)¥z,) = (z’iz - EEL) + (2Xz; — E (zi3z,))
= (&; (i - E) Ez) + (QQEL - E (&;EL))

Le deuxiéme terme tend vers zéro en probabilité par la loi forte des grands nombres. Le
premier terme tend vers zéro en probabilité par le méme genre d’argument que précédem-

ment, puisque DNy
Enfin, comme V (Bmco> Ly (l;mco) et VN (me — b) LN (0, Vv (me)> on a di-
rectement par le théoréme de Slutsky

VD (Beo) " (Buco ) 2 N (0.1)

Remarque La encore on peut étendre les résultats au cas ot bien que les hypothéses H1
a H5 soient satisfaites (en particulier identité des moments d’ordre 2, les observations ne
sont pas équidistribuées. Ceci correspondrait par exemple au cas dans lequel les moments
d’ordre supérieur & deux soient spécifiques a chaque individu. Il faut comme dans le cas
des MCO du modéle homoscédastique imposer des restrictions sur les moments d’ordre 3
de la valeur absolue de chaque composante du résidu.

Estimateur des MCQG

On g’intéresse maintenant & 'estimateur des MCQG. On introduit une hypothése
supplémentaire :

H630 50,

Cette hypothése n’en est pas vraiment une si on lui adjoint les hypothéses précédentes
puisqu’on a vu qu’alors on pouvait construire un estimateur convergent de la matrice de
variance. On peut alors a fortiori obtenir un estimateur convergent du paramétre sous
jacent 6.
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Proposition Sous les hypothéses HO a H6, ['estimateur des MCQG
~ 1\ ! 1
bmeqg = (&E (9) i) ;% (9) Y,

~ P , .
1. bmegg — b, Uestimateur est convergent

2. /N (chqg ) =N <O Vs <bmcqg>> , lestimateur est asymptotiquement normal

vérifie quand N — oo

3 Ve @mcqg) = [E(z/X ', )] =V (bmcg) Destimateur est asymptotiquement équi-
valent a l'estimateur des MCG

~ N —1
4. Vs [ b ) = 20571, i 74 bmc Estimation de la matrice de variance
99 % 7 g

5. NV, ( mcqg) o (Bmcqg - b) L N0,

1)
Démonstration Soit & = % (9) Comme 6 5 0, IR

—~ — —-1—=
Convergence b,cqy = b+ (:C’-Z_lx-) 3y,

Chaque terme de z} An 1z, est somme de termes de la forme :chZ ! ,:L“l, E ! ,xhxf,

qui convergent tous vers Z ! ,xﬁxf,’ — Zm%m/E (:z:ﬁxl, ) qui est le terme correspondant de
E (z/X7'z;). On a donc
¥z, 5 B (22,
De méme —
¥y = B (257 ) = E (257 E (y; [z;)) =0
D’otu la convergence de [’estimateur
Normalité asymptotique

Le seul point a montrer est \/Nggiflgi LN 0,E (/> 'z,))

VNES = VNG (87 - 97 ) s+ VNEE T

m,m

Chaque terme de vV Nz (i*l — 2*1) u; est de la forme v/ Nz, (f);ﬁm, -y ,) up; =
(Zmlm, Zmlm,) VNzluy; Le premier terme converge en probabilité vers 0. Le deuziéme
terme converge en loi vers une loi normale. Comme on l’a rappelé au début du chapitre 5,
une suite variables aléatoires convergent en loi est borné en probabilité, c’est un O (1), et
on a vu aussi au début du chapitre 5 que 0 (1) O (1) = o(1) . Le comportement asympto-
tique de / Nggi—lgi est donc le méme que celui de v/ Nzi¥~1u,. Comme V (/X7 1u,;) =
E (z/X7z,), il converge donc en loi vers une loi normale N (0, E (/X" 'z;))
Les deux derniers points se démontrent de la méme facon que précédemment
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Application : Données de panel et Régressions empilées

La mise en oeuvre de I'estimateur des MCQG dans le cas des données de panel ou des
régressions empilées est trés simple. Elle se fait en plusieurs étapes.
— On estime d’abord le modéle

par les MCO : EM(;O = (g’@)fl (z/g)
— On calcule ensuite le résidu pour chaque individu

u; =y, — z;bmco
— A partir de cet estimateur on calcule un estimateur de la matrice de variance des

résidus

— On peut alors estimer la variance asymptotique et la variance de l’estimateur des
MCO par

~ o~ _— T =
_ / / /
Vas (bmco) = (zlz;) ziXzxlz,

V (boeo) = 5Vas (o)

— Dans une deuxiéme étape, on calcule 'estimateur des MCQG

~ = —1—=
— (51 IS—1
bimcag = (zZE zz) 2y,
Cette mise en oeuvre peut étre facilitée s’il existe un moyen simple de sphériciser le
modele.
— La variance est alors donnée par :

~ ~ —1
V;zs (bmcqg) = i;;zflﬁi

~ [~ 1 ~ '~

V (bmcqg> = N‘/;zs (bmcqg)

Suivant les cas on peut avoir un nombre plus ou moins important de parameétres a
estimer. Dans le cas des données de panel la matrice de variance ne dépend que de deux
parameétres la variance de l'effet individuel et la variance de V'effet temporel. Différentes
méthodes peuvent étre utilisées pour estimer ces paramétres et donc mettre en oeuvre
Iestimateur des MCQG.
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9.1 Le cas des régressions empilées.

Lorsque l'on a affaire a des régressions empilées pour lesquelles il n’existe pas de
restriction entre les paramétres, alors le calcul de 'estimateur est facilité par la proposition
suivante connue sous le nom de Théoréeme de Zellner

Proposition Dans le cas des régressions empilées, lorsqu’il n’existe pas de contraintes
entre les paramétres d’une équation o lautre (et que les régresseurs sont les mémes) es-
timateur des MCG est identique & l'estimateur des MCO effectué équation par équation.
La matrice de variance de l’estimateur a alors pour expressions

Voo =S @7,
Démonstration Le modéle s’écrit
y=Iu®zb+uy

L’estimateur des MCG s’écrit :

brneg = (Ins ®£;> X (I ®L’)_1(IM ®£;) E_lgz‘

On peut réécrire X1 = X7t @ 1. 2} est un vecteur (K +1) x 1. Donc (Iyy @ f) 3! =
(Iy®z)(X'®l)=Y"1®z,. Car (A® B) (C ® D) = ABRQCD pour des matrices auz
dimensions qui conviennent. Donc

Inez) S (Ily®z)="®Lz

en outre

Tom)T Ty, = (uoz) (Z'yo1)

- Sy 8z = (el (ye)
- (37 @k (y @)
donc l'estimateur des MCQG s’écrit
bneg = L ® @‘1 (7' ® Ik) (gi ® 2) =Iy® @_1 (gi ® &)
= Iy® %_1‘/66 <@>
= Vec (Eq@)

On utilise ici la propriété de lopérateur Vec : Vec(ABC) = C" ®@ AVecB



9.2. ILLUSTRATION : ESTIMATION D’UNE FONCTION DE PRODUCTION SUR DONNEES IND.

9.2 Illustration : estimation d’une fonction de pro-
duction sur données individuelles

On considére un échantillon de 381 entreprises observées sur les années 1986-1989,
pour lesquelles on dispose de la valeur ajoutée, des effectifs du stock de capital et du
stock de capital recherche. On considére une technologie de production de Cobb-Douglas

y=a+arl +acc+ agk+v

les coefficients sont donc les élasticités de la production aux effectifs, au capital et au
capital de recherche. Les observations dont on dispose sont des données de panel puisque
chacun des 381 individu est suivi sur 4 ans : g; = (Yis6, Yist, Yiss, Yiso) - On estime le modele
par les mco. Il est alors possible d’estimer la matrice de variance des perturbations

)
2

S =

5
[

12

on peut alors calculer les écarts-type de deux fagons : soit en ignorant la nature de données
de panel des données, i.e. en faisant comme si la matrice 3 était diagonale, soit en prenant
cette information en compte. Dans un cas les écarts-type sont simplement donnés par la
formule standard IA/QS = 5° (E)fl et I//\}, (1) = I//\;S /N. Dans l'autre cas les écarts-type

) ~ — 1T 1 ) ~ ~
sont calculés suivant la formule V,, = (gggz) iz, (gé@z) et toujours V, (2) = V,s/N.
Le tableau suivant présente les résultats de cette estimation par les mco et les écarts-type
calculés suivant les deux modes de calcul :

b 5(1)  5(2)

un 4.78  (0.120) (0.226)
[ 0509 (0.023) (0.044)
c 0235 (0.022) (0.040)
k0229 (0.017) (0.026)

On voit que les écarts-type sont nettement plus élevé avec la formule qui tient compte
des corrélations entre les résidus aux différentes dates. On peut regarder la matrice de
variance des perturbations estimée. On parvient a la matrice symétrique suivante :

86 87 88 89
86 0.209
87 0.191 0.214
88 0.184 0.186 0.203
89 0.176 0.177 0.192 0.210

et on voit qu’elle est tres loin d’étre une matrice diagonale. Les éléments sur la diago-
nale sont plus ou moins constants, mais on voit aussi que les éléments hors de la diagonale
sont certes plus faibles que ceux sur la diagonale mais d’un ordre de grandeur comparable.
L’hétéroscédasticité est ainsi une caractéristique essentielle et 'omettre serait une grave
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erreur. Compte tenu de I'ordre de grandeur des coefficients de la matrice de variance cova-
riance on voit qu’on est beaucoup plus prés d’une situation dans laquelle les observations
seraient répétées quatre fois que d’une situation dans laquelle les quatre observations de
chaque individu constitueraient quatre tirages indépendants. Le nombre total d’observa-
tions est donc 381x4=1524 mais on est trés loin d’avoir I'information de 1524 observations
indépendantes. On est bien plus prés d’avoir 381 observations répliquées 4 fois. De fait les
estimateurs étant convergent en v/ N. Comme la dimension temporelle est de 4, on doit se
tromper approximativement d’un facteur v/4 = 2 dans les écarts-type. C’est bien ce que
I’on observe en gros. La conclusion que I'on doit tirer de cet exemple est que la correction
des écarts-type tenant compte de I'hétéroscédasticité est essentielle pour les données de
panel.
On peut aussi chercher & mettre en oeuvre 'estimateur des MCQG la formule est :

%

~ = —1—=
bimeqg = (%271%‘) ¥ty

—~ —\ 1 —~
et la matrice de variance peut étre estimées par Vosmeqy = <§22_1§i> et V,(3) =

IA/asmcqg /N. Les résultats sont donnés dans le tableau suivant :

bmcqg Umcqg

Cste 467 (0.193)
I 0505 (0.032)
c 0352 (0.026)
k 0.086 (0.009)

On voit que par rapport a I'estimateur des mco, cet estimateur est sensiblement plus
précis. Le coefficient du capital recherche en particulier est environ 3 fois plus précis. La
mise en oeuvre de ce type d’estimation est donc dans ce cas un gain précieux. On remarque
aussi que les deux estimateurs sont en fait assez différents en particulier les coefficients
concernant le capital physique et le capital de recherche. Le coefficient du capital physique
augmente fortement alors que celui du capital recherche baisse au contraire. Ces différences
importantes sont en outre grandes devant l'ordre de grandeur des écarts-type. Bien qu’il
n’y est pas de test formel ici, il est vraisemblable que ces différences soient significatives.
Ceci n’est pas un bon signe, comme on le verra plus tard. En effet on peut remarquer deés
maintenant une sorte d’incohérence : normalement sous les hypothéses faites ’estimateur
des mco et celui de mCQG sont tous les deux convergents : les valeurs estimées devraient
donc étre assez proches.

9.3 Résumé

Dans ce chapitre on a :
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— exhibé différentes situations fréquentes en pratique dans lesquelles I’hypothése d’ho-
moscédasticité n’est plus satisfaite.

— présenté un estimateur alternatif a ’estimateur des mco, de variance minimale parmi
les estimateurs linéaires sans biais : I'estimateur des MCG

— cet estimateur est fonction de la matrice de variance des perturbations qui est incon-
nue. L’estimateur n’est donc pas calculable. On a présenté 'estimateur de mCQG
dans lequel la matrice de variance des perturbations, inconnue, est remplacée par
un estimateur.

— L’estimateur n’est plus sans biais. Ses propriétés ne sont qu’asymptotiques. Dans le
meilleur des cas il est asymptotiquement équivalent a I’estimateur des mco.

— On a montré comment dans le cas ot la matrice de variance dépend d’un nombre fini
de parametres, il est possible de préciser les propriétés asymptotiques de ’estimateur
des mCQG.

— Sous des hypotheéses peu exigeantes, cet estimateur et ne peut pas étre calculé en pra-
tique réalisant examiné les propriétés asymptotique de I'estimateur des mco rappelé
les propriétés asymptotiques importantes des moyennes empiriques de variables : la
loi des grands nombres et le théoréme central limite.

— montré que sous des hypotheses trés faibles (existence des moments d’ordre 1 et 2),
I’estimateur des mco est convergent et asymptotiquement normal.

— Etendu la notion de test pour définir des tests asymptotiques, caractérisés par le
fait que leur puissance tend vers 1 et généralisé les notions de test de Student et de
test de Fisher au cas asymptotique.



140 CHAPITRE 9. L’ESTIMATEUR DES MCQG DANS LE CAS OU Q = Iy ® ¥ (6)



Chapitre 10

Variables instrumentales

On a considéré jusqu’a présent le cas de modeles s’écrivant
1 K
Yi :bo—i—ﬂiibl—{—"'—{—%i bK~|—ui

avec I’hypothése

E (x;uz> =0ou E (u;|z;) =0

Cette hypothése peut aussi constituer une définition statistique du parameétre b. Le
coefficient b s’interpréte alors comme le vecteur des coefficients de la régression linéaire
de y; sur le vecteur de variables x;. Une telle définition présente un intérét dans une
approche descriptive des données. Néanmoins on est fréquemment amené & estimer des
modeéles structurels dans lesquels les parameétres ont un sens économique. Le plus simple
d’entre eux est certainement la fonction de production

yi = a+ak; + Bl; + u;

le parametre o mesure en pourcentage I'incidence d'une augmentation de 1% du stock de
capital sur la production. Ce parameétre économique n’a pourtant aucune raison de coin-
cider avec celui de la régression linéaire, et on peut méme avancer de nombreuses raisons
pour lesquelles il pourrait ne pas coincider. On est ainsi fréquemment amené a considé-
rer des modeles structurels pour lesquels on a une équation linéaire entre une variable
d’intérét et des variables explicatives mais pour laquelle on a des raisons de remettre en
doute 'hypothese E (u; |z;) = 0. Ce chapitre est consacré a la présentation des méthodes
d’estimations élémentaires adaptées a ’estimation des parameétres structurels dans ce cas.
On va voir que l'on peut identifier le paramétre d’intérét en ayant recours a des hypo-
theses alternatives & E (u; |z;) = 0 qui mobilisent des informations extérieures. Elles vont
prendre la forme suivante : il existent des variables extérieures dites instrumentales telles
que E (u;|z;) =0 et E(zlz;) de rang K + 1. On va voir aussi deux tests trés importants
dits tests de spécifications qui permettent de guider dans le choix des variables extérieures
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(test de Sargan) et de tester I'hypotheése des mco : E (u; |z;) = 0 (test d’exogénéité). Si
dans les chapitres précédents on mettait beaucoup 'accent sur 'efficacité des estimateurs
(le Théoreme de Gauss-Markov), ici on va mettre au contraire I’accent sur I'identification
des paramétres et sur la robustesse des estimations, et on va voir qu’il y a un arbitrage
entre robustesse et efficacité.

10.1 Trois exemples types d’endogénéité des régres-
seurs

10.1.1 Erreur de mesure sur les variables
On considére la situation dans laquelle on a un modéle structurel
Y =x;b+u;
La variable z} est supposée pour simplifier de dimension 1 et centrée comme la variable

y; et on fait I'hypothese E (u; |z}) = 0.
On suppose en outre que la variable x} est mesurée avec erreur :

avec E (e; |z7) = 0 et u; et e; non corrélés.
Dans ces conditions le modeéle dont on dispose est

On est dans une situation dans laquelle le résidu de ’équation v; = u; — be; est corrélé
avec la variable explicative

= FE(uiwy) + E (ue;) — bE (e;ry) — bE (e?)
= —bo?#0

On voit alors tres facilement qu’a la limite le parameétre de la régression linéaire ne coincide
pas avec celui du modele : I'estimateur des mco n’est pas convergent.

P E (SC;’UZ) . O'z
o = b+ E(zim) ’ (1 a 034—0%*)
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10.1.2 Simultanéité

La simultanéité est la situation dans laquelle certains des régresseurs et la variable
a expliquer sont déterminés simultanément. Un exemple typique est celui d’un équilibre
offre demande. Une équation de demande va ainsi s’écrire

Yi = —adpi + xfbd + uf

La variable de prix p; ne peut pas étre considérée comme exogéne. En effet, il y a aussi
une équation d’offre
Y = o’p; + x;0° + uy
On peut résoudre ce systéme pour exprimer

1

un choc de demande u est transmis dans les prix : F (uglpi) # 0. On peut voir aisément
que l'estimateur des mco de I’équation de demande ou d’offre sera biaisé. On peut pour cela
considérer le graphe représentant 1’équilibre offre demande représenté sur la figure 10.1.
Les observations correspondent & I’ensemble des intersections des courbes d’offre et de
demande. Ces courbes se déplacent, sous ’action des variations des variables explicatives
et aussi sous 'action des chocs de demande et d’offre. On voit que s’il n’y a que des chocs
de demande, ’ensemble des points d’intersection des courbes d’offre et de demande va
décrire la courbe de demande, de méme, s’il n’y a que des chocs de demande, I’ensemble
des points d’équilibre va décrire la courbe d’offre. Dans le cas général, il y a des chocs
d’offre et de demande, et ’ensemble des équilibres ne décrit ni la courbe d’offre ni la
courbe de demande, la droite de régression passe au milieu.

10.1.3 Omission de régresseurs, hétérogénéité inobservée
On considére le modéle

Il y a donc un facteur z; dont on sait qu’il explique la variable y;. On considére la situation
dans laquelle cette variable n’est pas observée.

L’omission de cette variable conduit & une estimation non convergente du modeéle par
les mco dés lors qu’elle est corrélée avec les régresseurs. On a en effet

-~ ’ - ’ ’ -1 ’
bimco bt B (mm) E (a:z (zic + uz)> = b+ FE (mg,) E (xzzz> c
= b+ )‘Zi/wic

’ . , . e, .
Avec E (xzul) =0 et A\, /s, le coefficient de la régression linéaire de z; sur x;.
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y 4 y 4
Offre
Y*
Demande
N
p* P P

Uniquement des chocs d’offre

e

Droite de régression

Equilibre Offre-Demande

\4
o©

\4
o

Uniquement des chocs de demande Chocs d’offre et de demande

TAB. 10.1 — différents équilibre offre-demande
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Un exemple important est donné par les équations dites de Mincer reliant le salaire &

I’éducation

w; = Qg + QS + Uy
Le parameétre o, mesure 'effet d’une année d’étude supplémentaire sur le niveau de salaire.
Dans ’ensemble des causes inobservées affectant le salaire se trouve entre autres le niveau
d’aptitude de I'individu. Le choix d’un niveau d’étude s; est une décision rationnelle de
la part de ’agent, fonction de I'aptitude de I'individu.

On peut considérer aussi le cas d’une fonction de production agricole : y; est le
rendement de la terre, x; la quantité d’engrais b est le rendement des épandages et
z; la qualité de la terre. L’omission de cette variable biaise l’estimation du parametre
technologique b si les décisions d’épandages d’engrais dépendent de la qualité de la terre. Le
parameétre estimé n’identifie pas seulement le parametre structurel mais une combinaison
non désirée de ce parameétre et de celui reflétant le comportement de 'agriculteur.

10.2 La méthode des variables instrumentales
10.2.1 Modeéle a variables endogénes et non convergence de 1’es-
timateur des mco

Le modele
Yi = xib + u

est dit a variables endogénes si on n’a pas la propriété
E (x;m) =0
Les variables x¥ pour lesquelles E (uzxf) # 0 sont dites endogenes, les autres sont

dites exogénes
Dans ce modele 'estimateur des mco n’est pas convergent. En effet, il est donné par :

R N -1 N N -1 N
bimco = (Z x;xz> Z 33;:% = (Z 13;513@) Z I;(Ilb + UZ)
i=1 i=1 i=1 i=1

N -1 N
= b+ (Z x;xz) Z whu; — b+ E (2hz;) " E () .
i=1

=1

comme E (z/u;) # 0 on a E (ziz;) " E (z)u;) # 0 et donc

plimgmco #+b
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Remarque On a introduit une distinction entre variable endogéne et variable exogéne,
néanmoins [’ensemble des coefficients est biaisé et pas seulement ceux des variables en-
dogénes. Pour le voir on peut considérer 'exemple de la fonction de production que l’on
considere en taux de croissance

On fait en général Uhypothése que le stock de capital s’ajuste lentement et n’est de ce fait
pas corrélé avec la perturbation. Par contre le travail est un facteur variable, positivement
corrélé o la perturbation : E (Alu;) = 0 > 0. On calcule sans peine la valeur limite du
parametre :

plim biais, o

V (AL V (Ak )1—cov(AliAki)(—cozgﬁigki) _Coxl}((ilzi)m))(w

_ ( OVUEN&) >/V(Ali)V(Aki)—cov(AliAki)

On constate donc que les deux coefficients sont biaisés : celui du travail sans ambiguité
a la hausse, et celui du capital a la baisse si comme c’est probable le capital et le travail
sont corrélés positivement.

10.2.2 Reésoudre le probléme de ’identification par 'utilisation
de variables instrumentales

Sans prétendre produire ici des estimateurs, on s’intéresse aux conditions d’identifica-
tion. On considére pour cela & nouveau le modele d’offre et de demande

d dyd | . d
yi = —ap;+ b + uj
i = o’p; + b’ +u
On note z; = (xf, xf) , certains éléments peuvent étre commun aux deux ensembles et
n’interviennent dans ce cas qu'une fois dans x;. On fait les hypothéses

E(mu)—OE( ):0 (10.1)

c.-a~d. que les variables observables qui déplacent 1'offre et la demande sont exogénes pour
ud et u$. On peut résoudre comme précédemment en p; mais aussi en y; :

R 1 dpd _ ,.s1,5 d__ s
pi = ot g (zfb? — 230" + uf —uy)

(6] (6% (6] (6%
yi = ———ah? + ——25b° + " + u;
Os + oq O + 0q Os + oq Qg + 0y
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Compte tenu des relations 10.1, on peut exprimer les coefficients des régressions li-
néaires de y; et p; sur z; a partir des parameétres structurels.

La modélisation, c’est a dire la spécification d’une fonction d’offre et de demande et
des restrictions stochastiques (exogénéité de x;), conduit a des restrictions sur les para-
meétres des régressions linéaires des variables endogénes qui sont susceptibles de permettre
Iidentification des parametres structurels du modeéle.

Proposition S’il existe une variable exogéne intervenant spécifiquement dans l’équation
d’offre, l’équation de demande est identifiée.

De méme, s’il existe une variable exogéne intervenant spécifiquement dans l’équation
de demande, ’équation d’offre est identifiée

Démonstration Si zj, est une telle variable, le coefficient de cette variable dans la

régression linéaire de p; sur 3 et 2% est ———b3, et le coefficient de cette variable dans

as+og

la régression linéaire de y; sur x§ et x¢ est —2<—b3. La comparaison de ces deux coefficients
Qg+

ad
permet l'identification de ayq

Ce résultat est obtenu en ayant recours a une modélisation de I’ensemble des variables
endogénes du modele : la production et le prix, ou de fagon équivalente le systéme d’équa-
tions qui les détermine simultanément. Dans de nombreuses situations on ne s’intéresse
qu’a une des deux équations, par exemple ’équation de demande, les hypotheéses identi-
ficatrices peuvent étre assouplies. Il suffit qu’il existe au moins une variable z3; entrant

d

, . L. / . .
dans ’équation d’offre et vérifiant E ([mf xfi} uz> = 0. Dans ce cas si on consideére les

d

coefficients v, et 7, des régressions linéaires de y; et p; sur 7; = [ml xi] sont

) -1 ~! ~ ~ -1 ~!
v, = E <§sz> E <x1y1> =F <x1xz> E (azl (—ozdpi + b 4 uf))
o\ ~ o\t ~!
= —a'E (xzz,g) E (xlp,) +FK (xzxz) E (mzxf) b?
= —ad’yp + ( bg O ),

Le vecteur v, est identifi¢ par les données : il s’agit du vecteur des coefficients de la
régression linéaire de y; sur 7;. Il en est de méme pour le vecteur ,. dés lors que le coeffi-
cient de la variable z{; dans la régression de la variable de prix sur z;, ¢lément de -, est
non nul, et que la variable z§; ne figure pas dans la liste des régresseurs exogeénes (struc-
turels) de I’équation de demande, on voit que les coefficients de I’équation de demande
sont identifiés. Il n’en est pas nécessairement de méme pour ’équation d’offre, soit parce
que I'on ne mesure pas toutes les variables xf garantissant E (ujzj) = 0, soit parce qu’il
n’y a pas de variables affectant la demande qui n’affecte pas directement I'offre. Enfin on
remarque qu’il n’est pas nécessaire de spécifier I’équation d’offre.

Cet exemple illustre bien la démarche des variables instrumentales. Celle-ci correspond
a la mobilisation de variables extérieures au modele qui possédent la particularité de ne
pas étre corrélées avec le résidu de 1’équation structurelle et qui sont néanmoins corrélées
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avec la variable endogene. L’identification vient alors du fait que l'effet de la variable
instrumentale sur la variable dépendante ne fait que refléter celui de la variable endogeéne.

Dire qu'une variable est une variable instrumentale revient & postuler une relation
d’exclusion : il existe une variable affectant la variable & expliquer et la variable explicative
endogene et dont tout l'effet sur la variable & expliquer "transite" par son effet sur la
variable explicative endogene.

On voit donc qu’'une variable instrumentale ne tombe pas du ciel. Dans I’exemple on
justifie le choix de la variable comme étant une variable appartenant a un modéle plus
général, le systéme offre-demande, conduisant a ’équation structurelle de demande et &
une équation réduite expliquant la formation de la variable endogéne.

10.2.3 Identification

On considére le modele structurel
Yi = 1301 + T2ib2 +

les variables xq;, (dim = K, + 1) contiennent la constante et sont exogénes, mais on
ne fait pas 'hypothese d’exogénéité de la variable z1; (dimz; = K1 = K — K3) .

Definition Un ensemble de variables z; = (2§, x2;), de dimension H + 1, non parfaite-
ment corrélées (rang E (z;zi) = H + 1), est dit ensemble de variables instrumentales si
les deux conditions suivantes sont satisfaites :

E (zu) ~0. (10.2)

et
rang I/ (z;xz> =K+1

La premiére condition, appelée condition d’orthogonalité, consiste a supposer que le
vecteur des variables instrumentales n’est pas corrélé avec le résidu de 1’équation struc-
turelle. Il fait intervenir les K5 + 1 variables exogénes x5 ainsi que (H + 1) — (Ky + 1) =
H — K instruments extérieurs zf.

L’hypothese (10.2) est parfois introduite sous la forme :

qui est plus forte que la précédente (non corrélation) puisqu’elle implique en particulier
E (g (z;)u;) = 0 pour toute fonction g.

La deuxiéme condition est dite condition de rang. Elle joue un roéle essentiel, parfois
oublié, et que 'on détaillera par la suite.

La condition (10.2) peut étre réécrite comme suit :

E (z’;(yZ - xzb)) =0
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Soit encore :
E (z;yz> =FE (z;xl) b (10.3)

Cette condition définit un systéeme de H + 1 équations & K + 1 inconnues b.
Le modele est identifié si le systéme (10.3) admet pour unique solution le paramétre
structurel b
On distingue trois situations
- Si H < K, le modeéle est sous identifié, puisqu’il y a moins d’équations que de
variables. Il n’y a pas suffisamment de variables instrumentales
- SiH=K etrang &/ (z;xz) = K + 1 le modeéle est juste identifié.
- Si H> K, rang E (z;xz) = K + 1 le modéle est dit sur-identifié. Dans ce cas il y a
plus de variables instrumentales qu’il n’est nécessaire
La condition de rang garantit que ’on se trouve dans 'une des deux derniéres situa-
tions.

Proposition Considérant le modéle
Yi = Tib + uy

Sous les hypothéses
— 3 z tel que E (Zju;) =0
— E(zlz;) est de rang K+1,
Le paramétre b est identifié.

Démonstration En multipliant le modéle par z, et en prenant l'espérance, il vient
E (zy:) = E (%) b+ E (7u;) = E () b
Comme E (ziz;) est de rang K+1, il existe nécessairement une matrice A de dimension

(K +1) x dimz; telle que AE (zlx;) de dimension (K + 1) x (K + 1) soit inversible (il
suffit par exzemple de considérer A = E (zx;)"). On en déduit donc que

b= (AE (zz;))"" AE (2}y;)
b s’exprime donc comme la limite d’une fonction ne dépendant que des observations par

exemple (A%)_l A (2ly:)

10.2.4 Moindres carrés indirects

SiH=KetsiFE (z;xl) est inversible, ce qui est le cas dés lors que la condition de rang

est satisfaite, alors on peut résoudre b = E (z;mi)_l E (z;y@) . On obtient un estimateur
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de b appelé Estimateur des Moindres Carrés Indirects en remplagant les espérances par
leurs contreparties empiriques :

R XN -1 T
f— — / . — / .
bmci - (N g Zimz) N g Ziyz
— (gli)_lﬁlg

ol z est la matrice dont la i-iéme ligne est z;, z la matrice dont la i-iéme ligne est x; et y
le vecteur dont la i-iéeme composante est ;. B

Si H > K, on se raméne au cas précédent en sélectionnant K +1 combinaisons linéaires
des instruments : Az;, o A est une matrice K + 1 x H + 1, de rang K + 1. L’hypothése
que I’ensemble des H + 1 variables dans z; est un ensemble de variables instrumentales
conduit & la propriété que pour A tel que AF (z/x;) est inversible,

b= (AE (zlz;)) " AE (Zly;) .

On en déduit une classe d’estimateur :

~

bmci(A) = (A%)_IA%
— (Aélﬁ)flAélg

10.2.5 Propriété asymptotiques des estimateurs des MCI

Proposition Dans le modéle
Yi = zb+

o K + 1 variables explicatives. Sous les hypothéses :
H1 E (Ziu;) =0 avec z; de dim 1 x H + 1
H2 Les observations (x;, z;, y;) sont iid
H3 E(u?|z;) = o?
H/ Les moments de (x;, z;,y;) existent jusqu’a un ordre suffisant
H5 FE (z;mz) et z;xz sont de rang K + 1
Alors, il existe au moins une matrice A de dimension K +1x H 41 pour laquelle l’es-

~ — N1 —
timateur by (A) = (Az;xl) Azy; emiste, et pour toute matrice A telle que ['estimateur

des MCI existe et toute suite de matrice, éventuellement dépendant des données A, = A,
on a:

1. /Z;mci(A) est convergent : plimgmci(A) =)

2. bpei(A) est asymptotiquement normal :

VI (Brai(4) = b) £ N(0,2(4))
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avec

£(4) = o [AB (50.)| A (z) A [B () 4]

~ N NN g |
3. B(A) =5 Az;xz} Azlz; A [x;ziA’ } 0w 5> = U (A)?, est un estimateur convergent
de X(A)

Démonstratilon Existence d’au moz’ns un estz’mat,eur des MCI : Il suffit de prendre
A=F (z;xz) on a alors E (z;xz) zx; — E (z;xz) E (z;xl) qui est inversible puisque

rang B (z;z;) = K + 1. Comme le déterminant est une fonction continue det Azjz; —

det AA" £ 0 et donc la matrice Az;z; est inversible pour N assez grand.
Convergence :

~ 1 N
bnei(AN) = (ANz;xi> Anziy; = b+ <ANZZI~$¢> Anziu;.

La convergence découle simplement de la loi des grands nombres :

z'._uz- 2 FE <z;uz> =0.

K3

et du fait que Ay 2> A et % 2% E (z;xz)
Normalité asymptotique

vV N (/Z;mm(A) — b) = (AN%) - ANV Nzu;

Comme V (z;u;) = E(zjzu}) = E [2,:E(u?|2)] = 02E (%), la normalité asympto-
tique découle directement du théoréme central limite :

VNZu; & N(0,0%E (22))

-1 _
et (ANZZ'.:UZ) Ay 2 (AE (z;:cl)) " A
Estimation de la matrice de variance-covariance asymptotique

~ 2
Comme pour l'estimateur des mco, on vérifie facilement que u (A)Z2 = (uZ + z; <b —b (A))) —

o? puisque b — E(A) — 0

Remarque FEstimation robuste de la matrice de variance : Comme pour l’estimateur des

mco, il existe une version de la matrice de variance-covariance X(A) pour le cas de résidus

hétéroscédastiques, i.e. lorsque E(u?|z;) dépend de z;. On peut donc supprimer 'hypothése
H3. Les conclusions sont simplement modifiées en : by,;(A) est asymptotiquement normal :

VN </b\mc’L<A> — b) A N(0, Xpet(A)),
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avec S ) — [AE (z;$z>]l AFE (uizjz) A" |E [ <$;Zz> Al]1

. S R 1
et Ypet(A) = [Az;xz] Au (A) 2z Al [x ZZA’} est un estimateur convergent de la ma-

trice de variance.

10.3 L’estimateur des doubles moindres carrés

10.3.1 Existence d’un estimateur optimal

On peut se demander s’il n’existe pas une matrice A* qui conduise & un estimateur
de variance minimale, c’est & dire tel que pour toute combinaison linéaire Ab, on ait

vV ()\3 (A*)) <V ()\B (A)) . Une telle matrice existe et méne a l'estimateur des doubles

moindres carrés.

Proposition 1 existe une matrice A* optimale au sens ot pour toute suite de matrice
An — A*, la variance asymptotique de by.;(An) est de variance minimale dans la classe
des estimateurs by,.;(A). Cette matrice a pour expression :

* ! 1 \—1
A*=F <mzzz> E (zz)
La matrice de variance correspondante a pour expression

Y(A*) = o? [E (x;zz> E(Zz)'E (z;xlﬂ -

Démonstration Pour montrer que 3(A) > X(A*) au sens des matrices, i.e. ¥ X on a
A (Z(A) — Z(A%) X = 0 on peut clairement éliminer le facteur 0. La matrice de variance
Y(A*) s’écrit :

$(A) = [E (:rz) E(Zz) ' E <2x>] o)t
aec C = E (22) V? E (zjz;) de dim H + 1 x K + 1.La matrice $(A) s’écrit :
$(A) = [AE <zx>] AR (22) A [E (mz) A’} BB
avec B = [AE (zz;)] " AE (212:)"* de dim K +1 x H +1.0n a la relation
BC = [AE (zxﬂ T AB ()2 B (2m) P E ( )

= [AE (z;xl)} - AFE (z;xl) = Ik
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On a donc
S(A) — ©(A*) = BB' — (C'C)~" = BB'— BC (C'C) ' C'B’
puisque BC = I. On a donc :
$(A) - B(A*) = B [1 ooyt c’] B
Comme I — C (C'C)™"' C" est une matrice semi-définie positive, L(A) — L(A*) est aussi

une matrice semi-définie positive

Remarque On a vu que dans le cas hétéroscédastique, la variance de l'estimateur des
moindres carrés indirects s’écrivait : Spe(A) = [AE (z2;) ] L AE (ulz]z;) A’ [E (z;2;) A'] -
O voit par analogie avec le cas précédent homoscédastique que dans ce cas aussi il y a un
estimateur optimal et qu’il correspond & la matrice A =FE (az;zl) E (ufz{zl)_l .

10.3.2 L’estimateur optimal comme estimateur des doubles moindres
carrés

. ’ —1 . .
La matrice A* = F (mlzz) E (2}z;)" est inconnue. Pour mettre I'estimateur en oeuvre,

: —— -1 :
on la remplace par un estimateur convergent. Ay = z}2; z.z;  est un choix naturel.

—1

_ li / i li / - !
bei(An) = (xl 2z 2z zlacz> Tz 2z 2

-1
_ (z’; (Z2)" g’z) 2z (22 2y

Cet estimateur a les mémes propriétés asymptotiques que I’estimateur Emm;(A*) puisque
A N — A*.

On peut réécrire I'estimateur en faisant intervenir la matrice de projection orthogonale
sur z, P, = z2(22) " 2/

bome(A*) = (2’ Poz) "2/ Py = (P.z) P.x) ™ (Pz)'y

On voit que la projection des variables explicatives sur les variables instrumentales joue
un roéle trés important. Il correspond de facon évidente a l'estimateur des mco de la
variable endogéne y sur la projection z = P,z des variables explicatives sur I’ensemble
des instruments. On peut vérifier directement ce point en considérant & nouveau le modele
et en décomposant les variables explicatives en x= P,z + M,xz. Le modéle s’écrit :

y = zbtu
= Puab+ M,zb+u= P,axb+ v
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Ici la perturbation comprend le vrai résidu mais aussi la partie des variables expli-
catives orthogonales aux variables instrumentales : v= M,z+u. On voit que pour ce
nouveau modele dans lequel les régresseurs ont été remplacés par leurs projections sur
les variables explicatives, il y a orthogonalité entre le résidu et les variables explica-
tives puisque (P.,z) u/N = z'z/N (g’g/N)flg’g/N — E(m’z)E(g’g)flE(g’g) =0 et
(Pzg)' M,z = 2/ P,M,z = 0. On en déduit que I'estimateur des mco de la régression de y
sur P,z est bien convergent. B

C’est pourquoi on appelle cet estimateur estimateur des doubles moindres carrés et on
le note by, puisqu’il pourrait étre obtenu a partir d’une premiére régression des variables
explicatives sur les variables instrumentales puis par régression de la variable endogéne
sur les variables prédites de cette régression.

L’estimateur peut étre déterminé en deux étapes :

1. On régresse x sur z et on récupére z la valeur prédite.

2. On régresse y sur

La matrice de variance asymptotique de /b\gmc est
V;S(ngc) = o2 [E (x;zz) E (zgzi)fl E (z;mz>] -
et la matrice de variance de ’estimateur dans un échantillon de taille N est
V(/Z;gmc) = V,s/N = o? [E (:U;zz> E (zgzi)_l E (z;xl)} o /N

On peut l'estimer par

A~ A~

~2 / ro\N—L s -1 ~2( —1 ~2 e~ —1
V(bame) =0 (zz (z'z) zz) =5 (2'Px)” =5 (22)
L’écart-type des résidus a retenir est celui du modéle

Yi = ;b + u;

=~ 2
et peut étre estimé par (yZ — xib2m0> . 11 faut remarquer qu’ici il s’agit du résidu u; =

Yi — l'i/l;gmc et non du résidu de la deuxiéme étape y; — /.Clj\i/b\gmc.

Cette écriture de I'estimateur a variables instrumentales montre qu’on peut I'interpré-
ter comme opérant un filtrage de I'information. On ne retient de la variabilité des variables
explicatives que la partie qui correspond & des chocs non corrélés avec la perturbation.
Ce filtrage est opéré en projetant les variables explicatives sur un ensemble de variables
non corrélées avec la perturbation. La condition de rang garantit que I’on ne perd pas le
minimum d’information requis pour identifier le paramétre.
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On voit aussi que dans cette opération de filtrage on perd de 'information et que cette
perte d’information conduit & une moins grande précision de ’estimateur :

Vas (Bame ) = plim o(P.z)' Po/N) ™ 2 (@2 /N) ™ = Vs (Bueo)

La précision de l'estimateur & variables instrumentales ne peut donc dépasser celle
qu’aurait 'estimateur des mco si les variables explicatives étaient exogénes. On voit que
lorsque la dimension de ’espace sur lequel on projette augmente, la précision de 1'esti-
mateur a variables instrumentales s’accroit. A la limite, si la taille de I’espace sur lequel
on projette augmente suffisamment, on retrouve la précision de l’estimateur des mco,
mais alors on retrouve aussi ’estimateur des mco. Dans la décision d’introduire ou non
telle ou telle variable dans la liste des variables instrumentales, il y a donc un arbitrage
entre précision de 'estimateur et convergence de ’estimateur : plus il y a de variables
instrumentales plus I'estimateur est précis, mais plus les risques de biais sont importants.

10.3.3 Cas des résidus hétéroscédastiques

Dans ce cas I'estimateur des doubles moindres carrés n’est plus optimal, et la formule
de sa variance n’est plus correcte.
La formule exacte est donnée comme dans le cas général par

Vinal &) = [AE ()] 4B (u2iz) 47 [B («z) 4]
_ [E <mz> E(Zz) " E <zx>} B (xz) E ()"
B (w2}2) B (z2) " B (s0:) |B (v0) B () ' E (1) B
- E (5555) B (ﬁa?as) E (555) B

o T; = %E (2z) " E (z7;) -

La matrice de variance de 'estimateur des doubles moindres carrés est
Vhet <b2mc) - V;zs,het(A*)/N

Elle peut étre estimée par
Vanet (A7) (23 7 [ pn = 2\
Vhet (b2mc) = % = (gzzz) (Z 622§151> <Z gziz)

= -1 . : 3
ol z; = z; (z;zz) <z;xz> qui est exactement la matrice de White.
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10.4 Interprétation de la condition rang F (z/x;) = K+1

La mise en oeuvre de la méthode des variables instrumentales repose sur la condition
rang E (z]x;) = K + 1. Les variables du modele sont scindées en K variables endogenes
x1; et Ko + 1 variables exogénes. Ces variables interviennent également dans la liste des
instruments qui contient en outre H — K, variables extérieures z; : z; = [ Zi T } .
Compte tenu de 'hypotheése E (z;2;) inversible, la condition rang E (z/z;) = K + 1 est

N .. ’ —1 . N
analogue a la condition rang £/ (zlzz) E (zlz;) = K + 1. Cette matrice correspond a
la matrice des coefficients des régressions des variables explicatives sur les instruments.
Comme les variables du modeéle et les instruments ont les variables x5 en commun, on a :

P(a) ) = [P BEm) 0]

IK2+1
- 'z 0
Fl:l?g IK2+1

ou I'yz et I'y,, sont les coefficients de z et xo des régressions des variables endogénes sur
les instruments. La condition rang F (z;zi)fl E (zlz;) = K + 1 est donc équivalente a la
condition

rang ['y; = K3

Cette condition s’interpréte comme le fait que les variables instrumentales extérieures
expliquent suffisamment bien les variables endogénes. Il n’existe pas de test formel de
cette condition qui puisse étre facilement mis en oeuvre. Néanmoins il est important de
regarder la facon dont les variables instrumentales expliquent les variables endogénes,
méme si on peut mettre en oeuvre ’estimateur des doubles moindres carrés directement
sans faire cette régression intermédiaire. On peut par exemple, bien que cela ne garantisse
pas que la condition est satisfaite des qu’il y a plus d’une variable endogéne, effectuer
chaque régression des variables endogenes sur ’ensemble des variables instrumentales et
faire un test de la nullité globale des coefficients des variables instrumentales extérieures.

Dans le cas ou la condition rang F (z}z;) = K+1 n’est pas satisfaite, on aura néanmoins
en général & distance finie rang 2/z; = K + 1 et estimateur pourra étre numériquement
mis en oeuvre. La conséquence du fait que rang F (2/z;) < K + 1 est que

2'2(22)7 o — E (2)2) E (2}2) " E (2j;)

non inversible. L’estimateur sera donc trés instable et présentera des écarts-type tres
élevés sur certains coefficients, a l'instar de ce qui se produit avec les mco dans le cas de
multicolinéarité.

Lorsque 'on est & la limite de cette situation, c’est a dire lorsque l'on dispose de
variables instrumentales expliquant trés mal les variables endogenes on parle d’instruments
faibles.
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On peut étre tenté de pallier ce manque de pouvoir explicatif des instruments par 1'uti-
lisation d’un grand nombre d’entre eux : on est dans la situation ou il y a beaucoup de
variables instrumentales mais ou toutes, prises ensemble ont un pouvoir explicatif faible.
Cette situation présente des effets indésirables dont on peut avoir facilement I'intuition.
Lorsque le nombre d’instruments sur lequel on projette les variables devient grand et mé-
caniquement, sans que cela résulte d’'une propriété statistique, la prédiction de la variable
explicative va devenir meilleure : elle va se rapprocher des variables explicatives simple-
ment parce que ’espace sur lequel on projette devient plus grand. On comprend alors que
dans ce cas I'estimateur & variables instrumentales se rapproche de I'estimateur des mco.
L’utilisation d’un grand nombre de variables instrumentales au pouvoir explicatif mé-
diocre est donc une situation peu souhaitable. On considére pour s’en prémunir qu’il faut
que le F' de Fisher testant la nullité globale des coefficients des variables instrumentales
dans la régression des variables explicatives endogénes soit plus grand que 1.

10.5 Test de suridentification

En pratique, on est souvent amené a effectuer des estimations d’une méme équation
en étendant ou restreignant la liste des variables instrumentales. On a vu en effet que
I’'on pouvait avoir intérét a accroitre le nombre de variables instrumentales dans la me-
sure ou cela conduit a des estimateurs plus précis. On a vu aussi qu’accroitre indiiment
I’ensemble des variables instrumentales pouvait conduire & faire apparaitre des biais dans
I’estimation. On va présenter dans cette section un test trés important et trés couramment
utilisé permettant de controler qu’il n’y a pas d’incohérence dans le choix des variables
instrumentales. Ce test, appelé test de Suridentification, ou test de Sargan constitue un
guide incontournable dans le choix des variables instrumentales. On présente d’abord
I'idée et le sens du test de Sargan d’une facon informelle, on aborde ensuite la question
plus formellement et de fagon plus pratique.

10.5.1 1Idée du test

Lorsqu’il y a plus d’instruments que de variables explicatives le modeéle est suridentifié.
On a vu que dans le modeéle

Yi = b+,
avec pour restriction identifiante
E (z;uz> =0,

on pouvait estimer le modéle par les MCI de trés nombreuses facons, ’estimateur le plus
performant étant celui des doubles moindres carrés. On avait

~

brmei (A) - (A%)_l A%
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contrepartie empirique de la relation
b= (AE (zjz;)) " AE (2}y;)

Cette derniére relation doit étre vraie pour toute matrice A telle que AFE (z]z;) est in-
versible. Elle montre bien que le modeéle impose plus de structure entre les données qu’il
n’est nécessaire pour identifier le modele : tous les paramétres by,.; (A) doivent converger
vers une méme valeur.

Considérons par exemple le cas d’un modeéle ne présentant qu’une variable explicative
et pour lequel il existe h variables instrumentales. On pourrait considérer h estimateurs
a variables instrumentales obtenus en utilisant a chaque fois une seule des variables ins-
trumentales.

Si toutes ces variables sont compatibles entre elles, les estimateurs obtenus doivent tous
étre proches les uns des autres on doit avoir plim by (k) indépendant de k. L’idée du test
de suridentification est de comparer entre eux les différents estimateurs et de juger s’ils
sont ou non proches. Ceci constitue 1'idée du test de suridentification, cela ne représente
nullement la facon dont on le met en oeuvre. On va voir ultérieurement une procédure
permettant de tester directement 'hypothése que pour un jeu de variables instrumentales
donné I’ensemble des estimateurs b,,.; (A) convergent tous vers la méme valeur, sans avoir
a calculer tous ces estimateurs.

Remarquons que ce test n’est pas a proprement parlé un test de validité des instruments
mais un test de compatibilit¢ des instruments. Il signifie en effet uniquement 3 b tq
bmm (A) — b . Ceci est une propriété statistique des données, qui peut étre testée. Il
ne signifie pas néanmoins bmcz (A) — —~b==ble parameétre structurel que 'on souhaite
identifier.

byy (k) =

10.5.2 Approche formelle

La convergence de chaque estimateur des moindres carrés indirects provient de la
propriété E (ziu;) = 0. Cest elle que 'on pourrait souhaiter tester directement. Il s’agirait
du test de ’hypothése nulle

Hoo : E (zju;) =0

Si le résidu était connu un tel test serait trés facile & mettre en oeuvre. Il consisterait
simplement & regarder si la moyenne empirique % de z}u; est proche de zéro, c’est a dire
si la norme de ce vecteur est proche de zéro.
Néanmoins comme on 'a dit, le test que I’on peut espérer mettre en oeuvre n’est pas
le test de Hyg, soit le test de
Hoo = E (2 (yi — x:0)) = 0

)
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ou b est le paramétre structurel mais simplement le test de
b tq E <z{ (yi — mﬁ)) =0

Il est clair que sous Hyy : plim_ggmc = b et donc que la fagon naturelle de tester une telle
hypothése est d’examiner si z/u; est proche de zéro.

Remarque 1. Sous I’hypothése Hyg on aurait donc en appliquant le théoréme centrale
limite, et compte tenu de I’hypothése d’homoscédasticité

VNzu; — N <0, ) <z;zz>>

et donc
N/, NT—
/ / 3
3%l E <zzzl) Ziu; — x° (dim (z;))
ou encore

!

-
?zz’»ui zizi Zug — x? (dim (2))

2. On rappelle le résultat suivant
W~ N(0,V(W)) = W'V (W) W ~ x?(rang (V (W)))
ot V(W)™ est un inverse généralisé de la matrice V (W), i.e. tel que
VW) Vw)y Vv(W)=V (W)
Ici on ne peut pas utiliser u; le résidu "structurel” mais u;.
La statistique de test va rester la méme a ceci prét que :

1. on utilise u; et non u;

2. le nombre de degrés de liberté n’est pas le nombre de variables instrumentales
dim (z;) = H + 1, mais H — K, c’est a dire le nombre d’instruments en exces.

Ce dernier point exprime bien le fait qu'une partie des conditions d’orthogonalité est
mobilisée pour identifier le paramétre et illustre bien le nom de suridentification donné
au test.

Proposition Sous les hypothéses de régularité garantissant la convergence et la nor-
malité asymptotique de ’estimateur & variables instrumentales, dans le cas de résidus

-\ 2
homoscédastiques (V/ ((yl - xib> |z,) = 0?),

Sous Hy : EIthE (zz’ <yi — :U[E)) =0, la statistique S
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C o~ T ~2 =3
ou U; = Y; — Tibame €t 07 = Uy
Le test de Hy contre H, : b tq E (z; (yz — xzb>> = 0 basé sur la région critique

W:{§‘§>q(1—a,x2(H—K))}

ot q(1—a,x*(H — K)) est le quantile d’ordre 1 — « dun x*>(H — K) est un test
convergent au seuil c.

Démonstration Sous Hy, soit b la valeur du parameétre telle que F (z; (yz — xj)) =0
et soit u; le résidu correspondant. Ces grandeurs sont a priori distinctes rappelons le des
quantités ayant sens sur le plan économique b et u;. Néanmoins, pour ne pas alourdir, on
les note b et u;,

~

Ui = Yi — Tibame = Tib + u; — Tibopme = Uy — <b2mc — b)

d’ot )
2y = Ng’@ = 2lu; — 2, (bgmc — b)
comme
~ e -1 -1
b — L o T
2mce — .CI?ZZZ ZZZl zle .CI?,LZ,L Z,LZ,L Zzy’L
— 17—\ "l 1
= b4 (zz 2z zxi) ®2 220 24U
on a :

—1

- —1 - -
[ [ 71
1 ’ I ! / ! ! ! i
2iu; = (IHH — 2,1 (xlz, 2}z zlxz) T2 2% ) z; = (Igy1 — My) zu;

et My — M = E (z;z;) (E (2;2) E (2z) ' E (z;xi))fl E (z;z) E (22)"" . M vérifie
en outre M? = M
On en déduit que

VNZ; = (Ipsr — M) VNzju; + 0, (1) 5 N (0,%)

avec 5 = (Iys1 — M)V (zjw;) (Igs1 — M') = 0 (Iys1 — M) E (2;2;) (Inyr — M'). On
vérifie que (Ips1 — M) E(2;2) = E (2z1) (Iys1 — M) si bien que Vyq (\/W) =
o?(Igy1 — M) E (z;z,)

Comme M?* = M on vérifie immédiatement que MV, (\/W) = 0 et donc que

Vs <\/ Nzﬁl,) n’est pas de plein rang. Comme V (\/ Nz;ﬂl) =o0?(Igy1 — M)E (z;z,-) ,
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le rang de V, <\/Nz§ﬂi> est clairement celui de (I 1 — M) et comme M? = M, les
valeurs propres de M sont soit 1 soit 0. On en déduit que

rangVys (VNZiu;) = Tr(Igy — M) =rang(Igy1 —M)=H+1-Tr(M
g ) + g +

= H+1-

1o (B (s) (B (dix) BG™ B (n)) " B () B
= H+1-

1 (B () BG"E () B (s) BCTE (s
= H-K

On a aussi
o (V) (1) () = a0 (2
% (z;zl> - 0? Iy — M) E (z;z@>
— oIy — M) (Ir — M) E (zz)
= o*(Ig — M)E (zéz,)
= V., (VIR

, . ’ —1 . L, ., . .
on en déduit que %E (zizi) est un inverse généralisé de la matrice de variance asymp-
totique v/ N z{u;. On a donc

— 1 ’ -1
Nu;zi— E <zlzz> 2, L X’ (H — K)
o

7

et on peut clairement remplacer en appliquant le théoréme de Slutsky E (zl{zi) par z.z; et
2 ~2
o° par .

——\—1
a8 T='(#z) —= L
Done, sous Hy : S = z[u; %z’ul = x*(H - K).

)

En outre sous Hy, 2lu; = 2 (yZ — xi?)\gmc> =z <yz — xiplimggmc> + 0, (1) s £ 0,
)t (T ~
comme % £ inversible, zz’ﬂi,%zﬁi EiR 8’06, sous Hy, donc S — oo et il en
résulte que P (W |Hy) — 1.

10.5.3 Mise en oeuvre du test

Le test de suridentification est trés simple a mettre en oeuvre. Il correspond au test
de la nullité globale des coefficients de la régression de u; sur les variables instrumentales,
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y compris la constante. En effet, si on considére le modeéle

u; = 20 + w;

~ 71 — ~ —_—

Pestimateur des mco de ¢ est ¢ = (2lz;) 2w, V <¢) =V (w;) (2]2) ' /N. Sous I'hy-
pothese Hy : ¢ = 0, V (w;) = V (U;) = & et donc le test de 1 = 0 doit étre mené A
~ -1~ _ _ _
partir de zp'v <1/1> Y = Uz (zgzi) ! (N (zgzi) /32) (zgzi) ! 2iu; = Nu;z; (zgzi) Y7 u; 52
qui est la statistique. Le test est donc formellement équivalent au test de la nullité globale
des coefficients de la régression de u; sur les variables instrumentales z;. On sait que ce
méme test peut étre effectué¢ (asymptotyiquement) a partir du R? de la régression. La
statistique de test est N R? et est équivalente sous ’hypotyese nulle au F' de la régression.
Le test peut donc étre effectué a partir du F' de cette régression. Néanmoins il convient
d’étre prudent en ce qui concerne le calcul de cette statistique et celui de la p—value. Ceci

tient au nombre de degrés de liberté retenu dans le calcul. Considérons S la statistique
de test de la proposﬂ:lon précédente. La statlsthue donnée par le logiciel F7,,, est reliée a

cette statistique S par la formule Fr,, = S / H. On divise par H car le logiciel prend en
compte le nombre de régresseurs. La p—value qui accompagne le F' de la régression donné
dans tous les logiciels, fait ’hypothése que cette statistique suit une loi F'(H,N — H — 1)
degrés de liberté, ott H est le nombre de variables explicatives non constantes de la régres-
sion, ici on a N — oo. Pour N — oo F (k,N —k — 1) — x? (k) /k. La p — value indiquée
correspond donc & une statistique x? (H) /H. Elle n’est donc pas correcte, la statistique
non plus. On sait que HFp,, — x*(H — K) et donc Fg.. = (H/ (H — K)) F,, suit une
loi F(H—-K,N—(H—K)—1). On doit donc considérer soit la statistique HFl,, et
calculer la p-value & partir d’une loi du x? (H — K, soit considérer Fg.. et calculer la
p-value & partir d’une loi F'(H — K, 00) .

Remarque 1. On a a priori toujours intérét o avoir un ensemble d’instrument le
plus large possible. En effet retirer une variable instrumentale et mettre en oeuvre
l’estimateur des doubles moindres carrés correspond a sélectionner une matrice par-
ticuliére pour l’estimateur des moindres carrés indirects avec le jeu complet d’ins-
truments. Comme on l’a montré cet estimateur est alors nécessairement moins ou
aussi bon que l'estimateur des doubles moindres carrés avec [’ensemble d’instrument
complet. Quand on étend l’ensemble des variables instrumentales, il est important de
bien vérifier la compatibilité globale des instruments utilisés et de mettre en oeuvre
le test de suridentification.

2. La matrice de variance de l’estimateur des doubles moindres carrés est toujours plus
grande que celle de 'estimateur des mco. Ceci se voit immédiatement en examinant
[’expression des variances

Vv (bmco) - 0—2 (E@)il etV <b2mc> - 02 <£/Pz£)71
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En outre, on voit aussi en comparant les expressions des estimateurs
r \N—1 / -1
bmeo = (2'z) " 2'y et byyme = (2'Poz) ~ 2'P.y

que lorsque l'on étend la liste des variables instrumentales la dimension de [’espace
sur lequel on projette les variables du modéle augmente et qu’on en a donc une re-
présentation de plus en plus fidéle. La variance de ’estimateur des doubles moindres
carrés va s’améliorer, mais ’estimateur des doubles moindres carrés va se rappro-
cher de l’estimateur des moindres carrés ordinaires. Il y a donc un risque a étendre
trop la liste des instruments. A distance finie, on pourrait avoir une mise en oeuvre
fallacieuse conduisant a un estimateur proche de celui des mco. Il est utile pour
se prémunir de ce risque de regarder la régression des variables endogénes sur les
instruments et de controler la significativité globales des instruments.

10.6 Test d’exogénéité des variables explicatives

10.6.1 Intérét et idée du test

Ayant estimé le modéle par les doubles moindre carrés, c’est & dire sous ’hypothése
Hl:Elcth<z;(yi—xic)) =0

on peut vouloir tester '’hypothése que les régresseurs x; sont exogenes.
On considére donc ’hypothese

Hy:3ctq E(z; (yi—mic)> =0 et E(ZE; (yi—xic)) =0

L’intérét de tester une telle hypothése est immédiat compte tenu du fait que sous cette
hypothése I'estimateur optimal sera ’estimateur des mco qui domine n’importe quel esti-
mateur & variables instrumentales. Une idée naturelle consiste & examiner si les coefficients
estimés sous I’hypothese nulle et sous I’hypotheése alternative sont identiques, c’est a dire
si plim by, = plim b,,.,. Notons que la encore il ne s’agit que d’un test de compatibilité
des conditions d’orthogonalité entre elles et non pas un test de leur validité dans le cadre
de 'estimation d’un parameétre structurel.

10.6.2 Approche formelle
Test de Hausman

L’idée précédemment avancée de tester 'hypotheése plim bs,,. = plimb,,., peut étre
mise en oeuvre en se fondant sur la comparaison de by, — byneo avec 0. Pour faire ce test on

~ ~ / ~ ~ — ~
va donc examiner N (bgmc — bmco) Vs (bgmc — bmco> (bgmc — bmco) . Plusieurs questions
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se posent naturellement. On a vu qu’au sein des variables explicatives x s’opérait une
distinction naturelle entre les K variables endogenes x; et les 1 + K5 variables exogénes
2. On peut s’attendre a ce que le test ne porte que sur les coefficients des variables
potentiellement endogénes. En outre se pose les questions du rang de la matrice de variance

Vs @gmc — bmco> qui conditionne le nombre de degrés de liberté de la loi limite de la

statistique et de la détermination d’un inverse généralisé. On examine tour a tour chacune
de ces questions.

Le test peut étre basé sur les coefficients des endogénes

Lemme On a

-1
(Bane — beo) = (@2) ( (ED)") ) (0.~ 2,

OKyt1,K,
Le test de plimggmC = plim/l;mco est identique o celui de plim/l;gﬂ,)w = plim/l;%o. En outre
b — bW, = (22) " 21 My

2mce

Démonstration FEn effet /b\ch = (Z’@fl i’g et bieo = (2 g)fl z'y donc

~

% (bame —boeo) = T2 [(@2) ' Ty - (2) 2y

Puisque % = (P,z)' (P.z) = 2’ P,P.x = (P.z)' z = Z'z et avec M, = Iy — z (z/z) ' 2.

Comme 3 € z, Ty = (P,zy) = 2y et donc TyM, = z4M, = 0.

~/
o~ _ ~ - &1 Mmg
b2mc bmco) - ( 0 )

A~
rx

VNS

Dont on en déduit que
~
~ ~ -1 z7 My
b mc bmco) = T ! = vz
( > (z'z) 0
soit, avec bV le vecteurs des coefficients de x1; et symétriquement pour b, et les notations

standards
[ (Zz),, (ZZ), r _| @) @p”
(Z2), (@72), T
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(fi) 21 </52n2u: - b > (lx\li) 29 <b2mc - bmco) =0
et

2mc

o =0 = (22)" T My

Le test de plim/b\gmC plim bmco et donc équivalent a celui de plim b2mC = plim/b\%%o. Ce

test peut en outre étre pratiqué a partir de l’expression mec — /b\%?;o = (E’@ H E&ng

Rang de la matrice de variance de bgmc — b5

Lemme Sous [’hypothése rang (g g) = K + 1, le rang de la matrice de variance de
AQRACY

ome — Dmeo €8t K1, le nombre de variables explicatives endogénes.

)

Démonstration L ’expression precedente montre que la matrice de variance de by,

/b\syll?;o est o (f'fv\) H /x\;M r, (1; x) . Son rang est donc égal a celui de glszl, donc a celut
de M,x,. Supposons que l’on ait pour un vecteur \ : Mz, A = 0 alors P,z A = X, A il existe
donc un vecteur p tel que T\ = xu. Comme X, appartient a l’espace engendré par z =
Z, x,], la combinaison linéaire xy est nécessairement une combinaison linéaire des seules
variables explicatives exogénes : xp = xopis. Notant comme précédemment I'y = [T'1z,T1a,],
ot I'yz et I'y,, sont les coefficients de z et xo des régressions des variables endogénes sur
les instruments. L’équation T\ = Zopiy, S’écrit ZIz\ + 2o (Fiz,A — py) = 0. Comme Z
est de rang K +1 ceci nécessite I'izA = 0. Et on a vu que la condition rang (z’x) =K+1
est équivalente a 'z de rang K 1 on a donc nécessairement sous cette condition A =0 et

donc la matrice de variance de b2mc — b3 est inversible : le nombre de degrés de liberté
du test d’exogénéité est égal a K.

Le test de Hausman

2

Proposition Lorsque 'hypothése d’homoscédasticité, E(u?|z;,z;) = o est satisfaite,

sous ’hypothése nulle d’exogénéité de x;, la statistique

N o 1 S 11 S\ 11 -1 ~ L
S:?(ch_bgn)w) [(__N_) _(?> ] (b2mc_b >—>X (£4)

Un test convergent au niveau o de Ho peut étre effectué en comparant la valeur de la
statistique S au quantile d’ordre 1 — o d’une loi du x> a K, degrés de liberté

Démonstration Sous l’hypothése d’homoscédasticité et sous [’hypothése nulle, /b\mco est
l’estimateur de variance minimale dans la classe des estimateurs sans biais dont fait parti
I’estimateur des doubles moindres carrés. On a donc

Vas (Bame = Brnen) = Vas (Bame) = Vas (bmeo)
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Un estimateur convergent de la matrice de variance de la différence by, — bpeo est donc
donné par

e o011
V(b n T
Vas (bamc — bmc()) =52 (— —) _ (2'x)
N N
On en déduit que S suit une_ loz du x* a Ky degrés de liberté sous Ho. Sous I’hypothése

alternative p lim mec —plim S8 # 0 et donc S — +oo

Test d’exogénéité par le biais de la régression augmentée

Le test d’exogénéité peut étre mis en oeuvre trés simplement par le biais d’une simple
régression de la variable dépendante y sur les variables potentiellement endogénes du
modele et les variables exogénes z; et £2 et sur la projection des variables endogénes sur
les variables instrumentales Z; :

Y= cl+x202+x17+w
L’estimateur MCO du coefficient de v s’obtient aisément & partir de théoréme de Frish-
Waugh : il s’agit du coefficient de la régression des mco sur le résidu de la régression de
Z, sur les autres variables, c’est a dire z. On a donc

y= (@szl) o /flMxy

or on a vu précédemment
b (1) b(l) — (ZC\_/.'E\)II illMxy

mco

On en déduit que 'on a :

bgmc bgbco - (ﬂ) ! (Q/IMLEEI) Y
le test de plim b2mc D lim b = 0 est donc équivalent au test de v = 0 et peut étre effectué
a partir de l'estimateur 7. Il peut donc étre effectué trés simplement par I'intermédiaire
d’un test de Wald ou d’un test de Fisher.

Remarquons enfin que le test peut étre mené de facon analogue sur les résidus des
régressions des variables explicatives endogénes sur les instruments ¢ (z;) = z; — ;.
L’équation

Y =01+ ToCo + Ty +w

se réécrit de facon analogue comme

y=x; (c1+7) + 2900 — ()7 +w
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10.7 Illustrations

10.7.1 Reéduction du temps de travail et gains de productivité

Une des questions importantes dans 'effet du passage & 35 heures sur ’économie est
son effet sur les gains de productivité. Par exemple si on considére que la production reste
inchangée, 'effet sur I’emploi sera important si il y a peu de gains de productivité. Les
résultats présentés ici ne sont qu’illustratifs et ne prétendent pas donner un avis sur la
réduction du temps de travail. Ils montrent néanmoins si besoin était que I’économétrie
permet de répondre a des questions importantes et soulignent le role essentiel des hy-
pothéses identificatrices dans la réponse que 'on apporte. On peut considérer le modéle
suivant :

Alny; =aAlnl;+ (1 —a) Alnk; + yRTT; + u;

ou Al; représente ’évolution des effectifs entre 1997 et 2000, Ak; celle capital et RTT;
une indicatrice correspondant au fait que l'entreprise ait signé un accord de réduction du
temps de travail sur cette période. u; représente un choc de productivité ou de demande.
Ce modele est structurel, c’est & dire que 'on s’intéresse a l'effet de la réduction du
temps de travail et des variations des facteurs sur 'activité. Dans un tel contexte il est
clair que d’importants problémes d’endogénéité des facteurs se posent : Aln/; en premier
lieu, mais aussi Alnk; sont susceptibles d’incorporer les nouvelles conditions d’activité
u; : ces variables sont trés certainement endogénes. La variable RT'T; est, elle aussi,
probablement endogéne : toutes les entreprises sont sensées passer a terme & 35 heures. Les
entreprises ayant de bonnes perspectives de productivité peuvent plus facilement et donc
plus rapidement trouver un moyen avantageux de le faire. Ceci a pu étre particuliérement
vrai dans le contexte de la fin des années 1990 ou aprés une longue stagnation, la croissance
qui avait déja soutenu longuement 'activité aux USA, arrivait en France. Compte tenu
des déclarations des dirigeants politiques, il n’y avait aucun doute qu’un jour ou l'autre
il faudrait passer aux 35 heures. La question n’était donc pas faut-il ou non passer a la
réduction du temps de travail, mai quand faut-il passer aux 35 heures. Pour se concentrer
sur 'effet de la RTT on élimine le probléme de I'estimation du parameétre « en le mesurant
comme la part des salaires dans la valeur ajoutée dans le secteur. L’équation s’écrit alors :

Alny;, —aAlnl; — (1 —a) Alnk; = APGF;, = yRTT; + u;

Pour atténuer ’endogénéité potentielle de la variable RTT; on peut introduire certains
régresseurs X; : le secteur, la taille, la part des salaires dans la valeur ajoutée, la structure
des qualifications... Le modele s’écrit alors

ou v; représente le choc de productivité résiduel, c’est a dire une fois pris en compte les
facteurs X;.
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Pour estimer ce modeéle on fait I’hypothese que les aides potentiellement recue par les
entreprises si elles signent un accord de réduction du temps de travail Aide; affectent sa
décision de passer a la RTT, mais pas les gains de productivité. On considére aussi que
I'information dont disposaient les entreprises sur la réduction du temps de travail affecte
la décision de passage mais pas la productivité. On mesure cette variable par la part des
entreprises Robien dans le secteur Inf;. On considére de méme que le taux d’endettement
des entreprises affecte la décision de passage mais pas la productivité Endt;. Enfin, on
considére que la part des femmes dans I’entreprise P f; n’affecte pas les gains de produc-
tivité mais influence la décision de passage. On a ainsi quatre variables instrumentales
potentielles : Aide;, Inf;, Endt; et Pf;.

On vérifie d’abord la condition de rang en régressant la variable RTT; sur X; et les
variables instrumentales. On voit clairement sur le tableau 10.2 que les coefficients des
variables instrumentales sont significatifs ce qui garantit que la condition de rang soit
satisfaite.

Le tableau 10.3 donnent le résultat des estimations par les mco et par les variables
instrumentales. On ne fait figurer que la variable RTT, mais les régressions comprennent
toutes les variables de controle qui figurent dans le tableaux précédent. On observe deux
résultats importants sur ces tableaux : d’une part les coefficients estimés pour la variable
RTT sont trés différents suivant la méthode d’estimation. Dans le cas mco on a -0.036, ce
qui signifie que les entreprises ayant signé un accord de réduction du temps de travail on
vu leur production baisser de 3.6% a facteurs inchangés. Pour une baisse de 10.3% (4/39)
de la durée du travail, c’est assez peu et cela correspondrait a ’existence d’important
gains de productivité dans les entreprises passées aux 35 heures. Le coefficient estimé
par la méthode des variables instrumentales est trés différent. Il est de -0.107 ce qui
correspond & une baisse de la production de 10.7%. Ceci signifierait qu’il n’y a pas eu de
gains de productivité associés au passage a 35 heures. On voit donc que la conclusion a
laquelle on parvient dépend trés fortement des hypothéses identificatrices effectuées. Un
autre enseignement des deux tableaux est la différence importante entre les écarts-type
estimés : I'écart-type est de 0.003 pour la régression par les mco et de 0.032 pour les
variables instrumentales. Il y a donc un facteur 10 dans la précision. Il faudrait pour
obtenir un estimateur aussi précis que celui des mco multiplié la taille de 1’échantillon
par 100! Les régressions présentées sont effectuées sur 30.000 observations. On voit donc
clairement le prix des variables instrumentales en terme de précision.

Le tableaux 10.4 présentent le test de suridentification. Il est réalisé en régressant le
résidu de la régression a variable instrumentale sur les variables exogeénes du modele c’est a
dire les instruments et les régresseurs exogénes. On récupeére le F' de cette régression donné
par le logiciel Fp,,, et on applique la correction présentée Fre. = (H/ (H — K)) Floq. Ici
H est le nombre de variables exogénes (régresseurs plus instruments) i.e. H = 25, et K
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Régression de la variable RTT sur les instruments
Instruments parametres  écart-type Student Pvalue
un -0.801 0.082 -9.732 0.000
N16b 0.163 0.017 9.868 0.000
N16¢c 0.205 0.015 13.568 0.000
N16d 0.065 0.032 2.034 0.042
N16e 0.027 0.014 1.940 0.052
N16f 0.055 0.012 4.448 0.000
N16g 0.510 0.053 9.680 0.000
N16h 0.096 0.014 7.072 0.000
N16j 0.119 0.011 10.544 0.000
N16k -0.014 0.015 -0.945 0.344
N16n 0.167 0.013 12.483 0.000
taillel -0.240 0.027 -8.856 0.000
taille2 -0.187 0.027 -6.909 0.000
taille3 -0.164 0.027 -6.011 0.000
tailled -0.077 0.032 -2.433 0.015
ejal 0.413 0.037 11.203 0.000
eja2 0.211 0.026 8.132 0.000
eja3 0.294 0.031 9.508 0.000
ejql 0.022 0.018 1.209 0.227
ejg2 0.000 0.019 0.021 0.983
pi97 -0.031 0.014 -2.223 0.026
Taux d'endettement 0.013 0.006 2211 0.027
robien 1.466 0.161 9.095 0.000
aide 0.113 0.009 12.711 0.000
part des hommes -0.086 0.015 -5.772 0.000
TAB. 10.2 — Condition de rang
Estimation par les mco
variables | parametres écart-type Student Pvalue
RTT | -0.036 0.003 144.387 0.000
Estimation par les variables instrumentales
variables | parametres écart-type Student Pvalue
RTT | -0.107 0.032 11.564 0.001
TAB. 10.3 — Estimation pas les MCO et le VI
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Test de Sargan

Instruments parametres écart-types
Taux d'endettement -0.00201 0.00329
robien 0.17451 0.06910
aide -0.00826 0.00373
part des hommes -0.00254 0.00753
Statistiqgue degrés p-value
7.57 3 5.6%

TAB. 10.4 — Test de Sargan

est le nombre de variables explicatives exogeéne et endogénes du modele. Ici K = 22, la
régression inclue en effet les variables de controle qui ne sont pas montrées ici. La correction
est donc trés importante puisqu’on multiplie la statistique du logiciel par 25/3 = 8.33. Le
nombre de degrés de liberté est le nombre d’instrument en excés c’est & dire 3. On voit
que ce test n’est que légérement accepté, puisque la statistique est de 7.57 ce qui conduit
a une p-value de 5.6% pour 3 degrés de liberté. Notons que si on accepte I’hypothése
(5.6% > 5% on pourrait donc accepter a la limite pour un test & 5%) ce que 'on accepte
n’est pas le fait que les instruments sont valides, c’est a dire qu’ils vérifient la condition
E (zu;) = 0, autrement dit que le parameétre estimé converge vers le vrai parameétre.
Ce que l'on accepte c’est que les estimateurs auxquels conduirait chacune des variables
instrumentales prise séparément ne seraient pas statistiquement différents : en résumé on
accepte que si il y a biais, le biais sera le méme avec n’importe lequel de ces instruments.
On insiste ici a dessein sur le fait qu’il s’agit d’un test de compatibilité des instruments
et pas un test de validité des instruments. L’identification repose nécessairement sur une
hypothése non testable. On peut en vérifier la cohérence interne le cas échéant, c’est a
dire lorsqu’il y a suridentification, mais pas la validité. Les tests de spécification sont un
guide trés utile mais pas une réponse définitive.

Le tableau 10.5 présente le résultat du test d’exogénéité. L’hypothese testée est :
conditionnellement au fait que ’on accepte la validité des instruments (ce qui n’a de sens
que si le test de suridentification a été accepté, et qui n’est le cas qu’a 5,6% ici) peut
on accepter que la variable supposée endogene est en fait exogéne. C’est a dire peut on
se baser sur l'estimateur des mco. La différence de précision des estimations motive de
facon convaincante 1'utilité de se poser cette question. Le test est effectué par le biais
de la régression augmentée. On introduit la variable supposée endogéne et la variable
prédite par la régression de la variable endogeéne sur les instruments (celle du tableaul)
I’hypothese est rejetée si cette dernieére variable est significative. C’est nettement le cas
ici. Ce test signifie que si on croit a la validité des instruments, on ne peut pas croire a
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Test d'Exogénéité

variables | parametres écart-type Chi2 Pvalue
RTT prédit -0.072 0.031 5.208 0.022
RTT -0.036 0.003 136.164 0.000

TAB. 10.5 — Test d’exogénéité

Variables Instrumentales
Variables BIV SBIVO CHIBIVO PROBBIVO

RTT -0.161 0.039 17.317 0.000

Test de Sargan
Instruments |parametres  écart-types

Endt -0.0012 0.0033
aide -0.0026 0.0030
Hommes -0.0075 0.0074

Statistique degrés p-value
1.152 2 56.2%

Test d'Exogénéité

variables | parametres écart-type Chi2 Pvalue
RTT prédit -0.126 0.038 10.993 0.001
RTT -0.035 0.003 135.507 0.000

TAB. 10.6 — Résultat sans la part des Robien

I’exogénéité de la variable de RTT.

Le tableau 10.6 montre le résultat des estimations lorsque 1’on retire la variable In f;
de la liste des instruments. Le hypothése de compatibilité des variables instrumentales
est beaucoup plus largement acceptée. L’hypothése d’exogénéité est quant a elle rejetée
et le coefficient estimé pour la variable de RTT est un peu modifié. Il atteint un niveau
de -16%, ce qui est trés élevé et signifie qu’il n’y a pas eu de gains de productivité horaire
mais plutot des pertes. Il est aussi moins précis.
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10.8 Reésumé

Dans ce chapitre, on a étudié

1.

Différentes raisons de remettre en cause ’hypothése identificatrice fondamentale
E (zlu;) =0

Certaines variables apparaissent ainsi endogénes et d’autres restent exogénes.

3. On a montré que 'on peut recourir & des hypothéses identifiantes alternatives a celle

des moindres carrés ordinaires basées sur des variables instrumentales. Il s’agit de
variables corrélées avec les variables explicatives mais non corrélées avec les pertur-
bations.

On a vu que parmi ’ensemble des estimateurs possibles il en existait, dans le cadre
homoscédastique étudié, un plus efficace que les autres appelé estimateur & variables
instrumentales.

Cet estimateur s’interpréte comme l’estimateur obtenus en régressant la variable
dépendante sur la; projection des variables explicatives sur les variables instrumen-
tales.

Cet estimateur est toujours moins précis que 'estimateur des moindres carrés ordi-
naires

On a vu un test trés courant : le test de suridentification, ou test de Sargan, qui teste
la compatibilité des variables instrumentales. Il ne s’agit pas d’un test de validité des
instruments mais d’un test permettant de vérifier qu’il n’y a pas d’incompatibilité
entre les différents instruments utilisés.

On a vu aussi qu’il était possible de tester ’exogénéité des variables instrumentales
ce qui permet d’avoir recours, le cas échéant, a ’estimateur des moindres carrés
ordinaires.



Chapitre 11

La Méthode des moments généralisée

11.1 Modéle structurel et contrainte identifiante :
restriction sur les moments

Les méthodes d’estimation que 'on a vu jusqu’a présent exploitaient sans le dire
explicitement 'existence de fonctions des parameétres et des variables du modéle dont
I’espérance est nulle. Par exemple dans le cas du mode¢le linéaire vu jusqu’a présent

Yi = b+ u

On a vu que 'estimateur des mco exploitait largement ’hypothése de non covariance entre
les variables explicatives et le résidu :

E (ziu;) =0
Cette restriction se réécrit de facon analogue comme
E (z; (y: —x:b)) = 0

Elle est directement liée a ’expression de I'estimateur des mco. Celui-ci peut en effet étre
vu comme la valeur du parametre qui annule la contrepartie empirique des conditions
d’orthogonalité :

ZL‘; <yz - xi/b\mco) =0

Il en va de méme pour les variables instrumentales. La contrainte identifiante centrale
prenait en effet la forme :

(2

E (zw "u;) =0
et on a alors des relations du type

E (2" (y; — z;0)) =0
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Les estimateurs de mci sont caractérisés par le fait qu’ils annulent une combinaison linéaire
donnée de la contrepartie empirique des conditions d’orthogonalité :

Ay (yi — b (A)) =0

Ces restrictions ont en commun le fait qu'un vecteur de fonctions des observations et des
parametres dont 1’espérance est égale & zéro pour la vraie valeur du paramétre. Dans le
premier cas il s’agit de x; (y; — 2;b) et dans le second cas de z, (y; — 2;b) . La méthode des
moments généralisée est la méthode adaptée pour estimer des modeéles économétriques
définis par I'existence de fonctions des observations et des parameétres d’espérance nulle.
La méthode des moments généralisée va avoir pour nous plusieurs avantages :

— On va pouvoir étendre les procédure d’estimation et de test & des domaines plus
généraux. Dans le cas des variables instrumentales par exemple, on va pouvoir
définir des estimateurs optimaux ne reposant que sur les contraintes identifiantes
E (ZZV I (y; — xzb)) = 0. En particulier, ils ne feront pas d’hypothéses de régularité
sur la constance des moments d’ordres supérieurs. On va aussi pouvoir étendre les
procédures de tests de suridentification et d’exogénéité au cas dans lequel les résidus
sont hétéroscédastiques.

— On va aussi pouvoir aborder des situations plus générales que celle examinées jusqu’a
présent en considérant pas exemple des systémes d’équations a variables instrumen-
tales. Ce type de généralisation est essentiel dans I’économétrie des données de panel.
La aussi on va pouvoir discuter les conditions d’identification des parameétres, définir
des estimateurs optimaux, développer des procédure de tests de suridentification.

— La méthode des moments généralisée va aussi étre ’'occasion d’estimer et d’étudier
des modeéles se présentant sous des formes moins standards que celle d’une équa-
tion ou d’un systéme d’équation avec résidu. Dans certains cas, c’est spontanément
sous la forme de fonctions des parameétres et des variables d’espérance nulle qu'un
modéle émerge de la théorie. C’est le cas en particulier des équations d’Euler. Consi-
dérons par exemple le cas d’une entreprise décidant de son investissement. Notons
F (K, Lt,0) la fonction de production, et M (K3, I;, () la fonction de cott d’ajus-
tement. L’équation d’accumulation du capital s’écrit Ky = (1 —96) K;—1 + I;. La
fonction de profit de I’entreprise s’écrit

+oo
1
Et (Z:O (1 + T’)T (pTF (K7'7 LTa 9) - wTLT - pITIT - M (Kb [t> C)))

L’entreprise cherche & maximiser ce profit sous contrainte d’accumulation. Le La-
grangien de l'objectif de I’entreprise s’écrit

+o00
1
E — (p, F(K,, L —w, L, —pr L. — M (K, I K, —(1-60K,_1—1
t(; (1—|—r)7' (p‘r ( T 779) WrLir — Prrdr ( T T?C))+)\T( - ( 5) o t))
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On en déduit les conditions du premier ordre :

OF (K,,L.,0) OM (K,,I.,() 1-6\
Et (pT aKT aKT + )\‘r )\T+11 +r = 0
aM (K7'7 It7 C)
Et (pIT + 8IT + >\7— =0
OF (K, L,,0) B
Et (pT aLT - w'r) — O

On en déduit en particulier pour la date 7 =t la relation

o or (KtaLt70) oM (Ktajhg) oM (Kt7-[t7C)
0 = E lpt oK, oK, +pre+ al,

1-6 OM (K1, Ii11,Q)
(557) (o + 2522

Ce qui signifie que pour n’importe quelle variable 2z, appartenant & I’ensemble d’in-
formation de la date ¢, on a

0 = E |:{ptaF (KtuLt70> . aM (Ktujlﬁg) + aM (Ktajt7g>

oK, oK, Pret——ar—

1—6 OM (K11, 1141, €)
((555) (e 252 ) ) o

On voit donc que dans ce cas le modéle conduit & un grand nombre (a priori infini) de
relations entre les variables et les paramétres dont I'espérance est égale a zéro. L’un
des intéréts de la méthode des moments généralisée est justement associé a cette
particularité du modeéle. Si le modeéle est juste alors on doit avoir la propriété qu’il
existe un parameétre de dimension finie annulant les conditions d’orthogonalité bien
qu’elles soient en trés grand nombre. Dans une certaine mesure peu importe la valeur
du parameétre, ce qui compte vraiment est de savoir si ’ensemble des restrictions
que la théorie économique impose aux données sont bien vérifiées empiriquement ;
c’est a dire que 'on puisse trouver une valeur du parametre telle que 1'on accepte
I’hypothése de nullité de la contrepartie empirique des conditions d’orthogonalité
lorsqu’elles sont évaluées en ce point.

11.2 Définir un modéle par le biais de conditions
d’orthogonalit é

La méthode des moments généralisée concerne la situation dans laquelle on dispose
d’un vecteur de fonctions g de dimension dim g d’un parameétre d’intérét ¢ de dimension
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dim @ et de variables aléatoires observables, z; dont ’espérance est nulle pour 8 = 6, la
vraie valeur du paramétre :

E(g(2:,0)) =00 =6

et pour 6 seulement. De telles relations portent le nom de conditions d’orthogonalité.
C’est un cadre tres général englobant de nombreuses situations spécifiques :

11.2.1 Maximum de vraisemblance

On a des observations z; et un modele dont la vraisemblance s’écrit LoglL (z;,6) .

Comme
E(%) :/%L(zi,eo) dz,:/ (2,0)dz =1 V0

et que du fait de I'inégalité de Jensen
1 E(——% >FE(1 —
o ( (L(zi,00)>> (Og (L (i, 60)
0> E (log L(z,0)) — E (log L (2, 6)))
L’espérance de la vraisemblance est maximale pour 6 = 6 :

dlog L (z;,0)
E o0

pour 6 # 6y, on a

:0@9:90

11.2.2 Modé¢le d’espérance conditionnelle, moindres carrés non
linéaires
Il s’agit de la situation dans laquelle le modéle défini I’espérance d’une variable aléa-
toire y; conditionnellement & des variables explicatives x; :

E (yi |zi) = f (i, 00)

Les moindres carrés non linéaires définissent le parameétre comme celui minimisant la

somme des carrés des résidus : {(yz — f(a, 0))2] . On peut montrer que la vraie valeur du

paramétre 6 minimise E [(y; — f (z;, 0))2} En effet, comme

E[(yi— f(2:,0)"] = Elys— f (wi,00) + f (x:,600) = f (:,0)]"
= FE [(yz —f (xz',@o))ﬂ
+2E [(yi — f (21,00)) (f (2:,600) — [ (2,0))]
+E [(f (2:,60) — f (2:,6))7]
> F [(yZ f(x4,60)) }
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on en déduit que E [(y; — f (xi, 0))2] est minimal pour 6 = 5. On en déduit que la vraie
valeur du parametre et la vraie valeur seulement vérifie

E\(yi = [ (2:,0))

11.2.3 Méthode a variables instrumentales pour une équation
seule

Il s’agit de la généralisation du cas vu au chapitre précédent dans lequel on fait 1'hy-
pothése qu’il existe un systéme de variables extérieures dites instrumentales, non corrélés
avec les résidus :

E (Z'VI/ (yi — xﬁo)) =0

K3

ou y; est la variable dépendante, x; le vecteur ligne des variables explicatives de dimension
1 x dim (0) et z; le vecteur ligne des instruments de dimension 1 x H.

On a
E (z; (y; — acﬁ)) =F (z;mz> (6o — )

des lors que E (z;z;) est de rang dim (6)

Il s’agit d’une généralisation du cas du chapitre précédent dans la mesure ot on ne fait plus
que les hypothéses minimales : existence des conditions d’orthogonalité et condition de
rang. En particulier on ne fait plus 'hypothése d’homoscédasticité. De ce fait comme on va
le voir ’estimateur optimal ne sera plus ’estimateur des doubles moindres carrés, le test de
suridentification se généralise mais ne prend plus la méme forme, le test d’exogénéité peut
étre mis en oeuvre mais fait partie d’une classe plus générale de tests de spécification. Le
but principal de ce chapitre est tout en présentant les éléments généraux de la méthode des
variables instrumentales de présenter ’extension des résultats précédents a cette situation
plus générale.

11.2.4 Méthode a variables instrumentales pour un systéme d’
équations.

La situation précédente peut étre généralisée & un systéme d’équations. On considére
ainsi le cas ot les conditions d’orthogonalité sont données par :

B (2 (u-u0) -
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ou y. est un vecteur de variables dépendantes de dimension M x 1, z; une matrice de
variables explicatives de dimension M x dim (#) et Z, une matrice d’instruments de di-
mension M x H ou la ligne m contient les instruments z,, de 'équation m : Z, = diag (z;)
de telle sorte que

!
214 €1i 21;€14

! !
Zrr EMi Zari€Mi

On a

!

£ (2 (u-1) - (2s) 00—
des lors que <Z;%> est de rang dim ()

!

E«Q(&—&®>:O©9:%

Ce cas simple, linéaire, englobe lui-méme de trés nombreuses situations, comme celles
vues jusqu’a présent mco, variables instrumentales dans le cas univarié mais bien d’autres
encore comme 1’économétrie des données de panel, ’estimation de systéme de demande,
ou encore 'estimation de systémes offre-demande.

11.2.5 L’économétrie des données de panel

Le cadre précédent constitue un cadre général dans lequel il est possible de traiter
I’économétrie des données de panel. Le modéle considéré est le suivant :

Yit = Titb + €5 + wiy

Les perturbations suivent donc le modéle & erreurs composées. On s’intéresse aux diffé-
rentes possibilités de corrélation entre les variables explicatives et les perturbations, c’est
a dire a la matrice
!/
Y =E (yVec(z;))

L’opérateur Vec est 'opérateur qui transforme une matrice en vecteur en empilant les
colonnes de la matrice les unes en dessous des autres. D’une fagon générale, les différentes
possibilité de corrélation vont conduire a des paramétrages différents de la matrice 3. On
aura des matrices X ((3) différentes suivant la nature des corrélations entre les variables ex-
plicatives et les perturbations. L’ensemble de conditions d’orthogonalité que I’on considére

est E((y,—2b) Vee()) =2 (8)

Tel quel cet ensemble est exprimé comme une matrice. On peut le transformer pour
I’exprimer sous forme vectorielle en appliquant ’opérateur Vec. On voit que mis sous cette
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forme, il y a toujours le méme nombre de conditions d’orthogonalité : dim g = (K + 1) T
et un nombre de parameétre variant d’une spécification & l'autre. On voit bien que plus
on va paramétrer la matrice de variance X () , moins on va conserver d’information pour
estimer le parameétre d’intérét b. Des situations dans lesquelles la matrice ¥ (/3) est nulle
par exemple vont exploiter toutes les covariances entre les perturbations et les variables
explicatives a toutes les dates pour estimer le parameétre. Cette situation est trés exigeante
vis & vis des données. En revanche, dans la situation extréme dans laquelle la matrice
Y (9) serait laissée totalement libre, on voit que le parameétre b ne serait plus identifié. En
pratique les parameétres § sont des parameétres de nuisance et on n’a pas toujours envie
de les estimer car ils peuvent étre nombreux et leur examen serait long fastidieux et pas
nécessairement trés utile. Dans les cas considérés il est en général possible d’éliminer tout
ou partie de ces parameétres de nuisance en appliquant des transformations aux données.
On a ainsi en général des relations prenant la forme

E <H (gi — m) Vec @i)/> —0

On voit que formellement, la situation considérée est analogue & celle d'un systéme
d’équations avec variables instrumentales. Les instruments ici sont dits internes dans la
mesure ol ce sont les valeurs passées présentes ou futures des variables explicatives qui
sont utilisées comme instruments. On voit aussi que ce cadre est trés général, et qu’il
est susceptible de délivrer des estimateurs des paramétres dans des situations nouvelles
pour lesquelles il n’était pas possible de le faire auparavant, dans le cadre standard. On
détaille maintenant les différentes situations possibles et on donne ’ensemble de conditions
d’orthogonalité correspondant.

Exogénéité forte

La premiére situation que I’on consideére est celle dite d’exogénéité forte et correspond
au cas dans lequel il n’y a pas de corrélations entre les perturbations et les variables
explicatives passées présentes et futures, soit

E(sixks,i) = 0 Vs= 1,. . .,T
E(wiirgs;) = 0 Vs,t=1,....,T
Ces hypothéses sont autant de restrictions intervenant explicitement dans les estima-
tions. Sous ces hypothéses ne nombreux estimateurs standards : MCO, Between, Within,
MCQG, sont tous convergents. On va voir comment ces estimateurs s’interprétent main-
tenant dans le cadre plus général considéré ici. On peut remarquer qu’il y a ici (K + 1) T2

conditions d’orthogonalité :
E (ug;mys,;) = 0,Vt,Vs

et que ces conditions d’orthogonalité peuvent de réécrire de facon équivalente comme
E (Ulil'ks,i) = 0, \V/S
E (Autil‘ks’ﬁ = 0Vt > 1, Vs
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Effets corrélés

Une deuxiéme situation correspond au cas ou 'on ne souhaite pas faire reposer les
estimations sur ’hypothése E (€;xxs;) = 0. On introduit donc des parameétres de nuisance
Oks = E (€ix1s4) . On autorise donc le fait que les éléments d’hétérogénéité individuelles
soient corrélés avec les variables explicatives, d’ou le nom d’effets corrélés. Il y a donc
(K + 1) T paramétres de nuisance. On maintient par contre ’hypothése E (wy;xks ;) = 0.
On a donc comme condition d’orthogonalité :

E (ug7xsi) = Ogs, Vt, s

De facon équivalente, on peut éliminer les paramétres de nuisance, éliminant au passage
certaines conditions d’orthogonalité. Les (K + 1) T2 conditions d’orthogonalité peuvent
ainsi étre réécrites aprés élimination des (K + 1) T parameétres de nuisance comme

E (Aut,ixks,i) =0,Vt >1,Vs

Iy aalors (K+1)T (T — 1) conditions d’orthogonalité. On remarque en outre qu’il
s’agit aussi du deuxiéme ensemble de conditions d’orthogonalité identifié dans le cas de
I’exogénéité forte.

Exogénéité faible

L’hypothése E (wy;xksi) = 0 Vs, t = 1,...,T peut paraitre excessive elle aussi.
Ainsi dans le cas des conditions d’Euler on est plutot amené & utiliser comme variables
instrumentales des variables passées. On peut ainsi préférer ne retenir comme restric-
tion identifiante que E (w¢;zks;) = 0 Vi = 1,...,T et s < t. On autorise ainsi que
les chocs passés affectent les décisions concernant le niveau de la variable zys,;. C’est
cette spécification qui porte le nom d’exogénéité faible. Elle consiste donc & introduire
(K+1)T+ (K+1)T (T + 1) /2 paramétres de nuisance :

E (5i$ks,i) - 5ks
B (Wi iThsi) = Ypps POUr s >t

On maintient en revanche
E(wpxgs;) =0 Vt=1,...,T et s<t

Finalement les conditions d’orthogonalité s’écrivent dans ce cas sous la forme
E (UgiTs,i) = Oks + Vepsl (E>5), Vi, s

La aussi on peut de fagon équivalente réécrire ces conditions d’orthogonalité pour éliminer
les parametres de nuisance. Les (K + 1) T? conditions d’orthogonalité peuvent ainsi étre
réécrites apres élimination des parameétres de nuisance comme

E (Augzgs;) = 0,Vt > s+ 1,Vs
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‘ Exogénéité forte Effets Corrélés  Exogénéité faible
Restrictions - E (eixys;) =0 E(e;xksi) =0,
relachées E(wy;xgsi) =0 Vs >t
Restrictions E(e;zks,i) =0, E(wiirksi) =0 E(wpirksi) =0
maintenues E(wpxks;) =0 Vs, t Vs <t Vs, t
Conditions gr = gc = {gC/fagf} gr
d’orthogonalité {gp/c, gc/s gf}

TAB. 11.1 — Conditions d’orthogonalité et choix d’une spécification

Iy aalors (K+1)T (T — 1) /2 conditions d’orthogonalité. On remarque en outre qu’il
s’agit aussi d’une sous partie de I’ensemble de conditions d’orthogonalité de celui obtenu
dans le cas des effets corrélés.

Synthése

On voit que l'on peut synthétiser les résultats précédents en introduisant trois en-
sembles de conditions d’orthogonalité :

gr = (Aut:imksvi)t>s+1
ge/f = (Aut,ixks’i)tgsﬂ
gric = (U1iThs;)

Le tableau 11.1 récapitule les trois situations examinées. Les différentes spécifications sont
emboitées les unes dans les autres. La plus générale est la spécification exogénéité faible.
Dans ce cas les estimations ne reposent que sur un ensemble minimal d’information.
La spécification effets corrélés introduit plus d’information. L’ensemble des conditions
d’orthogonalité inclus outre celles déja présentes dans la spécification exogénéité faible
certaines conditions supplémentaires spécifiques aux effets corrélés. Enfin dans le cas de
Iexogénéité forte, on adjoint a I’ensemble de conditions d’orthogonalité précédent des
conditions additionnelles, spécifiques a ’exogénéité forte. On va pouvoir définir des esti-
mateurs ne reposant que sur ces différents sous-ensembles de conditions d’orthogonalité.
On va aussi pouvoir, comme dans le cas des variables instrumentales, tester la cohérence de
chacun de ces sous-ensembles de conditions d’orthogonalité. Le test effectué sera analogue
au test de Sargan. Enfin, on va pouvoir tester la compatibilité des différents sous-ensembles
d’information entre eux. Ainsi on va pourvoir tester si par exemple lorsque ’on a estimé le
modele sous ’hypothése effets corrélés, les conditions d’orthogonalité additionnelles spé-
cifiques a I'exogénéité fortes sont compatibles avec les conditions déja mobilisées. Le test
s’apparente alors au test d’exogénéité examiné dans le cas homoscédastique univarié.
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11.3 Principe de la méthode :

Le principe des GMM est de trouver [ , rendant

nen)

la contrepartie empirique de F (g (z;,0)) aussi proche que possible de zéro.

- Si dim(g) = dim (f) on peut exactement annuler g (zZﬁ) : le modele est juste

identifié (cas des mco, du maximum de vraisemblance, des moindres carrés non linéaires,
de la méthode des variables instrumentales lorsqu’il y a autant d’instruments que de
variables endogénes)

- Si dim (g) > dim () On ne peut pas annuler exactement la contrepartie empirique
des conditions d’orthogonalité. Le modéle est dit suridentifié. C’est le cas le plus fréquent
lorsque 'on met en oeuvre des méthodes de type variables instrumentales.

Remarque [’écriture du modéle signifie qu’on peut annuler exactement l'espérance E (g (z;,0))
méme dans le cas de la suridentification, alors que c’est en général impossible a distance
finie pour la contrepartie empirique des conditions d’orthogonalité.

Dans le cas de la suridentification, la méthode consiste & rendre aussi proche de zéro
que possible la norme de la contrepartie empirique des conditions d’orthogonalité dans
une certaine métrique :

HWHS :g(ziﬁ)/SNg(zi,H)

N

L’estimateur est alors défini par :

?O\SN = ATg mglng (ziv 0),SNg (ziv 9)

Remarque Dans le cas des variables instrumentales, on réglait le probléme de la su-
ridentification en considérant des combinaisons linéaires des conditions d’orthogonalité.
Ceci conduisait aux estimateurs des moindres carrés indirects by, (A), définis par

Az}l <yi — Zibpmei (A)> =0

Ici on aurait pu procéder de méme et définir des estimateurs basés sur une combinaison
linéaire des conditions d’orthogonalité. On aurait alors défini des estimateurs de la forme

Ag (zi,gAN) =0

Les deux approches sont en fait analogues.
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Exemple Cas ot les conditions d’orthogonalité sont linéaires dans le paramétre d’in-
térét. C’est par exemple le cas des variables instrumentales dans un systéme d’équations
puisqu’alors

9(2:,0) = Z, (gi - Lﬁ) = Zy, — Zz0 = g1 () — g2 (%) 0

On note g1 = g1 (z;) et Gz = g2 (2;). L’estimateur est alors défini par :
0s = Argmin (71 — 330) S (91 — 720)

1l existe dans ce cas une solution explicite :

N / _ 1 7 _
0s = (ﬁ 5N92> g2 SN

Dans le cas des variables instrumentales, on a par exemple

-~ ra— 7 -1 7 7
s = (Q;ZiSNZz‘%) ZiiiSNZzﬂi

Dans le cas d’une seule équation, les estimateurs obtenus par la méthode des moments
généralisée sont ainsi :

~ -1
! ! ! i
g = <xiziSNzixi> 2, 25N %Y

Si on prend par exemple pour métrique Sy = z;zi_l On obtient ’estimateur des doubles
moindres carrés. On en conclut que dans le cas ou les conditions d’orthogonalité sont
E (Z; (yi — xﬂo)) =0, c’est a dire celles vues dans le chapitre précédent sur les variables
strumentales, on retrouve comme estimateur GMM particulier [’estimateur des doubles
moindres carrés. Néanmoins le cadre dans lequel on se situe est plus général puisqu’on ne
fait plus U’hypothése d’homoscédasticité. On va voir que pour cette raison, l'estimateur des
doubles moindres carrés n’est plus [’estimateur de variance minimal.

11.4 Convergence et propriétés asymptotiques

Comme dans les cas examinés précédemment on va voir que les estimateurs GMM
présentés sont convergents et asymptotiquement normaux. Comme précédemment 1’ob-
tention de ces résultats nécessite des hypotheses. Elles vont porter ici sur les moments des
variables z; mis aussi sur la régularité de la fonction g (z;, 6) .

Proposition Sous les hypothéses

1. H1 L’espace des parameétres © est compact. La vraie valeur est 6y intérieure a ©,
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3. H3 g(z;,0) est continiment dérivable en 0,
H4 E |sup|g(z,60)| + sup|g (zi,0)|2 +sup |Vag (2:,0)]| < oo,
9 9 9

Hb5 gx (2;,60) a des moments finis d’ordre 1 et 2,
H6 Le Jacobien G = E (Vg (z;,00)) de dimension dim g x dim# est de rang dim 6,

7. HT Sy St So définie positive.

S S

L’estimateur GMM Oy minimisant Q x (0) défini par Qn (0) = g (2i,0) Sng (2:,0), est
convergent et asymptotiquement normal. Sa matrice de variance asymptotique est fonction
de Sy et de la matrice de variance des conditions d’orthogonalité. Elle peut étre estimée
de facon convergente.

1. @3 N 6y convergence

2. VN (55 — 90) LN (O, Vs (5(5))) normalité asymptotique

3. Vi (55) — [G'SoGT 7 G'SoV (g (21, 60)) SoG [G'SoG] ™" 0t Sy = plim S et V (g (2, 8)) =
E [9 (Zi7 00) g (Zi7 00)/i|

!

4. V(g (2:,00)) =g (Zi,b\g) g (z,-,@s) — V(g (z,60p)) et G= % (zi,@3> — G
5. Ve (8) = [GS0@] @53V (9 (2,00) NG [@' 58] — Ve (3(5))

Parmi ces conditions la deuxiéme est de loin la plus importante puisque c’est elle qui
deéfinit I'identification du parametre. C’est sur le choix des fonctions g (z;, ) que porte le
travail du modélisateur. La condition 3 est essentielle pour obtenir la loi asymptotique
des parameétres. En effet il est central de pouvoir linéariser autour de la vraie valeur du
paramétre. La condition 4 est technique. Elle garantit qu’il y a convergence uniforme
en probabilité de g (z;,0) vers FE (g (z;,60)) (et pareil pour les autres fonctions concernées
Vog (2,0) et g(z,0) g (2:,0)). La condition 5 est 'analogue de la condition zu; a des
moments d’ordre 1 et 2, dans le cas des variables instrumentales. Elle est essentielle dans
I’application du théoréme central limite dans la dérivation de ’expression de la matrice
de variance. La condition 6 sert aussi pour dériver I’expression de la matrice de variance.
Dans le cas linéaire, elle est analogue a la condition d’identification 2.

Démonstration Convergence : Soit Qn (0) = g (z;, Q)ISNg (2:,0) et Q (0) = E(g(2,0))
So E(g(z;,0)). On peut écrire

0(3) -0 = [on(3) + (0(5) -0 (3))] -

[Qn (o) + (Q (6o) — Qn (60))]



11.4. CONVERGENCE ET PROPRIETES ASYMPTOTIQUES 185

comme Qn (§s> < Qn (bo) et Q(0o) <Q (§s> ;0N Q

< 2Sl;p 1Q (0) — Qn (0)]

La condition E {sup lg (2, 9)@ < 400 permet de montrer qu’il y a convergence uniforme
0

de g (2:,0) vers E(g(z:,0)),et donc de Qu (0) vers Q (0) = E(g(2:,0)) SoE (g(2:,0)).

On en déduit donc que Q) (55) EiN Q (0o) . Comme la fonction Q est continue, que © est

compact, que Q (6y) =0 et Q () =0« E(g(2;,0)) =0< 0 =0y on en déduit 05 L 6,.
Normalité asymptotique

La condition du premier ordre définissant le paramétre /9\5 est définie par Vg (Zi,/és> Sng (Zi,/@\s) =
0. En appliquant le théoréme de la valeur moyenne a g <zi,55>, ona0=+Ng (Zi,/és) VNg(z;,00)

+Vag (Zi,55> vIN (55 — 00> , Ol 55 se trouve entre 55 et Oy converge donc aussi en proba-

bilité vers 0y. En multipliant par Vgg <Zi,/és) SN, onaVyg <zi,§g)/SNVQg <zi,55) VN <§S — 00> =
—Vg (Zi,gs) SNV Ng (zi,00)

La condition E lsup |Vog (z;, 0)@ < +00 garantit la convergence uniforme en proba-
0

bilité de Vg (2;,0) vers E (Vog (2;,0)). On en déduit que Vg (Zi,/és) S Ba'S et que

Vg (Zi,/és> SnVg <Zi,gs> LN G'SoG, matrice dimf x dim @ inversible compte tenu

de rang G = dim 6. La condition que gy (2;,00) a des moments d’ordre 1 et 2 permet d’ap-
pliquer le théoréme central limite & vV Ng(2;,60) : VNg(zi,00) Lo N0,V (g(zi,60))) -
On en déduit la normalité asymptotique de l’estimateur et l’expression de sa matrice de
variance. Remarquons que le développement précédent conduit aussi a une approximation

de Uécart entre l'estimateur et la vraie valeur :
[N / -1 /
VN (95 . eo) — <G SNG> G SnvVNg (z,80) + 0 (1)

Estimation de la matrice de variance asymptotique

/

Le seul point & montrer est que g (zi,/9\5> g (zi,b\s> — V(g (z,6p)). La condition

!

E lsup 19 (2:,0))7| < oo, permet de montrer qu’il y a convergence uniforme de g (z;,0) g (2, 6)
6



186
vers B (g (2i,0) g (%, 6),>

11.5 Estimateur optimal

Comme dans les cas précédemment abordés, on montre qu’il existe un estimateur

GMM optimal.

11.5.1 Existence d’un estimateur optimal

Proposition Les estimateurs 0 obtenus a partir de matrice de poids Sy — S* avec
S*=V(g (%30))_1

sont optimaux, au sens ot dans la classe des estimateurs GMM, ils conduisent & des
estimateurs de variance minimale. La matrice de variance asymptotique de cet estimateur
est

Vas (87) = [6'S"G) " = [G'V (9 (20.60)) ' 6]
et peut étre estimée par
o~ o~k o~ A~ —1
Ve () = [&'53¢]
ou G est comme précédemment un estimateur convergent de G.

Démonstration La démonstration se fait comme dans le cas des variables instrumen-
tales. La variance asymptotique de [’estimateur optimal s’écrit

v (7) = [6ve) - o)

avec C = V~12G de dimension dim g x dim 6
La variance asymptotique de l’estimateur général s’écrit

Vis (55) = [G"SoG] 7 G'SoV SoG [G'SeG) ! = BB
avec B = [G'SyG] " G'SyVY? de dimension dim 6 x dimg. On a
BC = [G'SoG) ' G'SeVY2VY2G = Igime

d’ou

Vi (55) V. (5*) — BB — (C'C)"' = BB'— BC (C'C)"' C'B'
puisque BC' = Iqimg. On voit donc que
Vas (85) = Vas (07) = B (Lmy - C (C'C) ' C') B

est une matrice semi-définie positive, d’ou [’optimalité.
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11.5.2 Mise en oeuvre de ’estimateur optimal : deux étapes

Dans le cas général, la mise en oeuvre de la méthode des moments généralisée pour
obtenir un estimateur optimal présente un probléme : la métrique optimale faire intervenir
le paramétre a estimer et est donc inconnue.

So =V (9(2:,60) "

Pour mettre cet estimateur en oeuvre on a recours a une méthode en deux étapes :

Premiére étape : On utilise une métrique quelconque ne faisant pas intervenir le pa-
rameétre. En fait on a intérét a réfléchir et a chercher une matrice qui ne soit pas trop
loin de la matrice optimale. Sy = I4imgy €st un choix possible mais certainement pas le
meilleur. La mise en oeuvre des GMM avec cette métrique permet d’obtenir un estimateur
convergent mais pas efficace 6.

A partir de cet estimateur on peut déterminer un estimateur de la matrice de variance
des conditions d’orthogonalité :

/
~

v (9v=19 (Zz’, 91) Y} (Zi,/e\l) v (g (zi,00))

ainsi que
G = Vg (.0:) = E (Vog (z1.60))

On peut deés lors déterminer un estimateur de la matrice de variance asymptotique de ce
premier estimateur

Vo (B1) = (G'SNG) @SV (9)y ST (G'SxG)

Deuxieme étape : On met & nouveau en oeuvre 'estimateur des GMM avec la métrique

Sy = 1% (g)l_\,l. On obtient ainsi un estimateur convergent et asymptotiquement efficace
dont on peut estimer la matrice de variance asymptotique

), - (@5:0)”
11.6 Application aux Variables Instrumentales

11.6.1 Variables instrumentales dans un systéme d’équations -
cas général

On considére le cas d’un systéme d’équations avec variables instrumentales

9(z,0) = Z, (gl. — zﬂ) =Zy, — Zz,f
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Vérification des hypothéses de convergence des estimateurs GMM

H2 FE (Z;ﬂz) - B (ZQQJ 6 = 0 admet une unique solution si rang £/ (Z;L) = dimé.
Il s’agit 1a d’une simple généralisation de la condition déja vue dans le cadre univarié.
H3 est satisfaite du fait de la linéarité.

H4 et H5 sont satisfaites si F [(Sup ‘Z;gi‘ + sup ‘Z;L

>2} < 400, c’est a dire si les
moments de Z;, z; et y, existent jusqu’a un ordfre suffisant.

H6 Vg (z,60) = —Zz;. Si E(Z;L) est de rang dimf G = E(Vyg(z;,00)) =
—-F (Z;QJ est de rang dim 6

Expression de la matrice de variance des conditions d’orthogonalité :

La variance des conditions d’orthogonalité s’écrit :

V(g (zi,00)) = E (Z; (Qi - Lﬂo) (gi - %90) Zi)

— B (Zuaiz,)
Cette expression est trés proche de celle vue dans le cadre des variables instrumentales.
Néanmoins, comme on le voit elle fait en général intervenir le parameétre 6. Il est donc

souvent nécessaire de mettre en oeuvre une méthode en deux étapes.

Mise en oeuvre de ’estimation

Premiére étape : Il faut choisir une métrique pour I'estimateur de premiére étape. La
métrique optimale est 'inverse de la matrice de variance des conditions d’orthogonalité.
Elle a ’expression donnée précédemment. On a intérét a choisir pour métrique de premiére
étape une métrique qui soit proche de la métrique optimale. Pour cela on peut choisir pour
métrique ce qu’aurait été la métrique optimale en présence d’hypothéses de régularité
supplémentaires. Une hypothése de régularité importante pourrait étre ’lhomoscédasticité

E(ww;|Z;) = B ()
Qui pourra étre utilisée si
E (u;) = oD

ol D est une matrice donnée. Par exemple D = I, ce qui correspondrait a I’hypothése
que les résidus des équations sont indépendants et équidistribués. On utiliserait alors pour
métrique de premiére étape

Sy = Z,DZ,
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On peut se trouver dans des situations ou spontanément la matrice de variance des résidus
aurait une allure différente. C’est en particulier le cas parfois dans le cas de I’économétrie
des données de panel. Quel que soit le choix effectué, I'estimateur de premiére étape a
pour expression :

N 7 1 7 /
Os = <£;Z13NZZ£Z> &ZZZSNZZ%

La matrice de variance des conditions d’orthogonalité peut étre alors étre estimée par

V9) =2 (y,-285) (y, - 20s) 2 = ZuuZ,

A partir de cette estimation, on peut aussi estimer la variance de ’estimateur de premiére
étape :

V(0(5)) = (6Z5vZ) ZaSwV (o) SwiZ (ZiwSvZiz)

ainsi que l'estimateur optimal :

~k — — —1 Z o~ 1=
Os = 22V (9) ' Zi)) 2ZV(9) Zy,

=1

et sa variance asymptotique :
e — =\ L
Vas (95) = (&ZZJ/ (9) Zzlz)

11.6.2 Reégressions a variables instrumentales dans un systéme
homoscédastique

On a vu que dans le cas de M régressions empilées homoscédastiques, lorsque les
régresseurs étaient les mémes et qu’il n’existait pas de restrictions sur les parameétres,
la mise en oeuvre de la méthode des MCQG conduit aux mémes estimateurs que ceux
obtenus par les moindres carrés ordinaires équation par équation. On peut voir que ce
résultat se généralise au cas des variables instrumentales dans un systéme d’équation.

Si les régresseurs sont les mémes, si il n’existe pas de contraintes entre les paramétres
des équations (z; = Iy ® z;), et si les instruments sont les mémes d'une équation a
Vautre (Z; = Iy ® z;), dans le cas d’homoscédasticité des perturbations : E (uu; |Z;) =
Y, Destimateur GMM optimal est identique a l’estimateur & variables instrumentales
équation par équation. Sous 'hypothése d’homoscédasticité, la matrice de variance des

conditions d’orthogonalité a pour expression E (Z;Zzl) =XQFE (z;zl) (Rappel :
pour des matrices aux tailles appropriées (A® B) (C ® D) = AC ® BD). On a donc
52, = (E@1)(Iu®z)=Y®z Dou Z,5Z, = (Iu®z) (E®2%) = S® 22. On a
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donc
- _— , —1 —_
Q;ZiS*Z;% — (IM ® x;zl) (Z QK <zlz,)) (IM ® zzm,)

_ A -1
= Ylg (x;zzE (zlzl) z;xl)

et

ES*Z% = (IM ®ﬂ) (Z@E(z;zi))l (IM®ZZ'-) Y,
. A -1
— {Z_l ® <x;zzE (zzzz> )]

ZiY1i
puisque (I M® z;) Y, = : . L’estimateur optimal a donc pour expression

/
ZiYmi

7
2

/
ZiYMi

!
ZiY14

o~k N Al —— -1 - A —1
g = L® (mgzlE (z,zl> z{x,) x X' ® (x;z,E (z,zl>
ZYmi
1 2 bame1
z’:yMZ /b\chM
On voit que dans ce cas, I’estimateur optimal est identique a 'estimateur des doubles moindres carrés

effectué équation par équation. Il n’y a donc pas non plus dans ce cas de méthode en deux
étapes a mettre en oeuvre. La matrice de variance des parameétres a pour expression

-1

v(E") =so (B (a)  Bm))

on voit donc que les estimateurs ne sont pas indépendants les uns des autres dés que la
matrice de variance Y n’est pas diagonale.

11.6.3 Application aux données de panel

Le cas des variables instrumentales dans un systéme d’équation correspond aussi don-
nées de panel. On a vu dans la premiére section Les différents types de spécification que
I’on pouvait retenir. On a examiné le cas de I'exogénéité forte, des effets corrélés et de
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Iexogénéité faible. Dans ce dernier cas, on a vu que le modéle était mis en différence pre-
miére et que l'on utilisait les variables explicatives retardées & partir de 'ordre 2 comme
instrument. On a ainsi la spécification matricielle suivante :

T4 0 0
0 ar 0
Toi T Augz;
0 T2 Au 43
Z.Au,; = L3 Aus;
T14 Aug;
0O 0 O Tr—2i
De méme pour les effets corrélés, on a
z; 0 O
0 z, O
0 ZL; AUQZ'
0 Ay
Z\Au,; = Aus;
Aur;
0
0 0 0 L
et enfin pour 'exogénéité forte on a
z; 0 0
0 z O
0 =z Uig
_()Z Auy;
. Ay,
/ U4 . 47
(8 )1 .
: 0 Aug;
0 0 0 L

Pour mettre en oeuvre I'estimateur optimal on applique la méthode exposée précédem-
ment. On peut remarquer que dans le cas de I'exogénéité faible et des effets corrélés, la
structure des conditions d’orthogonalité est telle qu’elle ne fait intervenir que la diffé-
rence premiére des résidus. Ceci est a I'origine d’une possibilité d’un choix judicieux de la
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matrice de variance de premiére étape. En effet, sous '’hypothése d’homoscédasticité des
résidus On aurait
E(Z;Aw,MuiZ,) = B (ZE (Aw;Au;) Z))

Or F (Ay;Aul) = 02D, ou
2 -1 0
.. . —1
0 -1 2
ne dépend pas des paramétres. On va que dans ce cas on peut choisir comme matrice de

premiére étape une matrice approximant a I’hypothése d’homoscédasticité prés la matrice
de variance des conditions d’orthogonalité. La matrice S; a ainsi pour expression

S, =2Z,DZ,

11.6.4 Estimateur VI optimal dans le cas univarié et hétéroscé-
dastique

On considére la situation d’un modéle linéaire univarié
Yi = xitl + u;

avec un ensemble d’instruments z;. Les conditions d’orthogonalité sont donc

E <z; (y; — xﬂ)) =0

Les résultats du chapitre précédent montre que dans le cas univarié homoscédastique, i.e.
E (u?|z) = E (u?), l'estimateur GMM optimal coincide avec I'estimateur des 2mc. On
examine la situation dans laquelle il n’y a plus homoscédasticité. La matrice de variance
des conditions d’orthogonalité est donnée par

Vig)=F ((yz — 2,00)° Z;Zz) =F (UfZ;ZJ

et 'estimateur optimal a pour expression

~x -\ -1 -1 ’ 17"
0 = (xiziV (9) lzixz) 2V (g) lziyi

on voit qu’il est différent de 'estimateur des 2mc dont ’expression est

b\ o 7 1 -1 7 1
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La aussi il faut mettre en oeuvre la méthode en deux étapes. Un bon choix dans ce cas
est lestimateur des 2mc, qui est certainement proche de I'estimateur optimal. On peut
alors calculer un estimateur de la matrice de variance des conditions d’orthogonalité :

Vv (g) = agmcizzl'zi

puis déterminer ’estimateur optimal,

/é* o 7 =~ ——1— -1 7 =~ ——1—
s = \ L% Ugpei?i®i 2Ly T;2i Upmei®i?i  23Yi

ainsi que les matrice de variance de chacun des estimateurs :

—1

~ -1 -1 -1 -1 -1
0 o I ! ’ ! ! /\2 i i ’ I i i
Vas | Oome | = (2,2 2,20 2% T2 2% UTzZiZizi Tz |\ Tz 2% 2%

pour 'estimateur des doubles moindres carrés, et

3k / ~9 1 -1 / -1
Vas (0 ) = (x,2: Uz 2,2 24

pour 'estimateur optimal.

11.7 Test de spécification

11.7.1 Test de suridentification

Comme pour les variables instrumentales, dans le cas ot il y a plus de conditions d’or-
thogonalité que de parameétres & estimer, le modeéle impose des restrictions aux données.
Elles doivent vérifier la propriété :

30 | E(g(60)=0

Tous les estimateurs obtenus avec différentes métriques doivent converger vers une
méme valeur. Le principe est ici analogue a celui des variables instrumentales. La suriden-
tification exprime la méme idée qu’a la limite ’estimateur ne dépend pas de I'importance
que l'on accorde & telle condition d’orthogonalité, tout comme le test de spécification
avec les variables instrumentales exprimait qu’a la limite ’estimateur ne dépend pas de
telle variable instrumentale. Il ne s’agit en fait que d’une généralisation valable pour des
cas dans lesquels les conditions d’orthogonalité prennent une forme différente de celle du
produit d’'un résidu et d’un instrument.

Le principe du test reste le méme que celui que 'on appliquerait pour tester la nullité
de 'espérance d’'une variable aléatoire : regarder si la moyenne empirique est proche de
zéro g (z;,0p) est proche de 0, mais on ne connait pas y. Plus précisément : on regarde
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sigi=g (zi,g*> est proche de 0, c’est a dire si la contrepartie empirique des conditions
d’orthogonalité évaluée avec I'estimateur optimal est proche de zéro.
Le résultat général s’applique

=/ =\ = =
NGi Vas (91) 9i— X <rangV <gz>>
Pour effectuer le test il faut donc déterminer le rang de V,, (E) ainsi qu’un inverse

généralisé et un estimateur convergent de cet inverse. Pour ce qui est du rang, on retrouve
la méme idée que pour les variables instrumentales : on teste la suridentification, c’est a
dire la compatibilité du surcroit d’information introduit dans le modeéle par rapport au
minimum requis pour estimer le parametre. Le rang va donc étre la différence entre le
nombre de conditions d’orthogonalité et la dimension du parameétre a estimer.

Proposition Sous Hy:3 0 | E (9(2,6)) =0, ona
NQi (6) = NG, 53 — x° (dim (9) — dim (6))

ou g =g (zﬁ*) et Sy = V(g (z,-,@o))fl =g (zﬁ*) g (zz-,/é*)ll. On remarque que la

statistique utilisée pour le test est N fois la valeur de l'objectif a I'optimum.

Démonstration Comme
VNG, ~ VNgi; + GVN (5* —90)
t
6 VN (@* - 90) ~ (G’SNG)l G S"VNgi
on a

/ -1 /
VNG, ~ (Idimg e (G S*G) G S*) VNG = (Laimg — Pe) VNG

avec Pg = G (G'S*G)fl G'S*. P2 = Pg. Pg est donc un projecteur dont le rang est celui
de G, i.e. dim 6 par hypothése. Comme en outre PgS* ' P, = PgS*', et Vs, (gi,) = S*71,
on a

Vas (3) = (Laimg = Pe) S (I = Pe) = (Luimg — Pe) S

On en déduit immédiatement le rang de V, (E) :

rang V' <E> =dimg — dim#é



11.7. TEST DE SPECIFICATION 195

et un inverse généralisé :

V;zs <E) S*V;zs (E) = (Idimg - PG) S*_IS* (Idimg - PG) S*_l
== (Idimg - PG)2 S*il = (Idimg - PG) S*il

= Vu (7)

" =V (%)

d’ot

Estimation convergente de linverse généralisée : Comme la matrice g (z;,0) g (z,0) est

une fonction continue de 6 convergent uniformément vers E (g (2:,0) g(zi,H)/) , Oy =

/

g (Zua*) g (zz,b\*) converge vers S*

11.7.2 Tester la compatibilité de conditions d’orthogonalité ad-
ditionnelles

On peut étre amener & vouloir adjoindre & un ensemble de conditions d’orthogonalité
des conditions additionnelles. Cette adjonction peut en effet conduire a des estimations
plus précises. L’exemple le plus manifeste est celui dans lequel on adjoint a une liste de
variables instrumentales supposées vérifier les conditions d’orthogonalité, des conditions
d’orthogonalité formées en utilisant les variables explicatives comme instrument. Dans
le cas homoscédastique on avait déja envisagé ce type de test que I'on avait appelé test
d’exogénéité. Cette notion peut en fait se généraliser.

Proposition On s’intéresse au test de I’hypothése nulle
HO = 90 tq FE (91 (21,90)) =0et F (g2 (21,90)) =0

soit
3 6o tq E(g(2i,00)) =0

ot ¢ = (g1, g5) contre l’hypothése alternative
Hy 036y tqg E (g1 (2i,60)) =0

Sous Hy la statistique

o~k

§ = Ng <Zi,9 > ‘7(9 (Zi,go)ylg (Zu/é*) — Ng1 (%ﬁ)f/ (91 (ZiaQO))ilgl <2i791>
= Q% <?0\*) - QN (5;) — x* (dim g — dim g )
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o~

-, -
o0 est lestimateur GMM optimal sous Hy et Q% <0*> = Ng (zi, 0 > V(g (2,600) ' g <zi, 0*>

la valeur atteinte par lobjectif a 'optimum sous Hy, et @: lestimateur GMM optimal sous

o~

—I —
Hy et Q% (81> = Ny (zi, 6’1> V(1 (2,600) " g <zi, 01> la valeur atteinte par l'objectif &
l"optimum sous H.
Le test défini par la région critique {g‘g > q1_o (X% (dim g — dim gl))} est un test
convergent au niveau .
Ce type de test est proche des tests du rapport des maxima de vraisemblance. On

pourrait en donner des équivalents correspondants au test de Hausman ou au test du
multiplicateur de Lagrange.

11.7.3 Application test de suridentification et d’exogénéité pour
un estimateur a variables instrumentales dans le cas uni-
varié et hétéroscédastique

Test de suridentification

Le test est effectué sur la contrepartie empirique des conditions d’orthogonalité éva-
luées en 6 = 0 , 'estimateur optimal. On calcule donc :

/ Nk T ~%
zi \yi — b ) =z

et sa norme

!

T ~% ~%2 1 -1 7~k

ou u; = y; — x;0;1 est le résidu de I’équation estimé & partir d’une premiére étape

Corollaire Sous l’hypothése nulle, Hy: 3 6 | E (2 (y; — z0)) =0, la statistique
~ Sy — P
S, = Nzjt;* 4,%22 24" — x* (dim z — dim z)

On rejettera ’hypothése nulle si §x est trop grand, i.e. pour un test au niveau « §x >
Q(1—a,x?*(dimz —dimz)). On voit que I'expression de la statistique est trés proche
de celle vue précédemment dans le cas homoscédastique mais néanmoins différente car :

elle n’est pas basée sur le méme estimateur, elle n’a pas exactement la méme expression,

—1 —
2 1 ’ ~ %2 . , .
z;z; et non z,z; / ;" , ce qui est une conséquence directe de

faisant intervenir ;"

I’abandon de I'hypothése d’homoscédasticité et enfin qu’elle ne peut plus étre mise en
oeuvre de fagon aussi directe et simple que précédemment par le biais de la régression des
résidus estimés sur les variables instrumentales.
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Test d’exogénéité des variables explicatives.

L’hypothése nulle s’écrit
Ho : 3 bo tq B (2 (yi — wibo)) = 0 et B (x7; (y; — wibo)) = 0
et I’hypothése alternative
Hy : 3 b tq E(z; (i — wibo)) = 0

ou x1; représente les variables endogénes. On lui associe 5;; I'estimateur GMM basé sur
I’ensemble les conditions d’orthogonalité de H ainsi que la valeur §0 atteinte par 1’ob-
jectif & 'optimum. Dans la mesure ot on ne fait plus I’hypothése d’homoscédasticité, cet
estimateur n’est pas nécessairement ’estimateur des mco : les conditions d’orthogonalité
portant sur les variables instrumentales extérieures peuvent apporter une information ne
se trouvant pas dans les conditions d’orthogonalité fondées sur les seules variables expli-
catives. On considere aussi b I'estimateur GMM basé sur les conditions d’orthogonalité
sous H1 ainsi que la valeur §1 atteinte par ’objectif & 'optimum. Le résultat stipule que
la statistique L
So —S1 — x* (K1)

ou K est le nombre de variables explicatives endogénes.

11.7.4 Application aux données de panel

On peut appliquer ces résultats a 1’économétrie des données de panel. On a vu en
effet que les spécifications que 'on était susceptible de retenir étaient emboitées. Il est
ainsi possible d’estimer le modeéle avec ’ensemble d’information minimal, c’est & dire avec
la spécification exogénéité faible. On obtient alors des estimateurs robustes & de nom-
breuses sources de corrélations entre variables explicatives et perturbations. En revanche,
les estimateurs n’incluant que peu de restrictions ont de grandes chances d’étre imprécis.
On peut donc chercher a améliorer leur précision en faisant des hypotheéses restrictives
supplémentaires comme ’hypothése d’effets corrélés. On peu tester les hypothéses restric-
tives supplémentaires par la méthode que I’on vient de détailler. Ici elle prendra la forme
suivante :

1. Estimation du modéle sous la spécification exogénéité faible : On retient la valeur

2
o ou S} est la métrique optimale pour

de I'objectif a l'optimum : V; = HZ’ﬁAg{*
7

cette spécification.

2. Sous 'hypothese nulle que la spécification est adaptée, la statistique V; suit un x?
dont le nombre de degrés de liberté d est la différence entre le nombre de conditions
d’orthogonalité et le nombre de paramétres & estimer. On peut donc calculer la
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p-value associée a la statistique de test (1 — F~1 (V},d)) et on accepte 'hypothese
nulle si la p-value excéde la valeur seuil retenue. Si on rejette I’hypothese nulle,
il faut réfléchir & une spécification alternative. Si en revanche ’hypothése nulle est
acceptée, on peut tester si des contraintes additionnelles sont compatibles avec celles
d’ores et déja retenues.

3. Estimation du modele sous la spécification d’effets corrélés : On retient la valeur de

I’objectif & Poptimum : Vg = HZICZ-AQ?* zg )

4. On forme la différence Vi — V; qui suit sous I'’hypothése nulle de compatibilité
des conditions d’orthogonalité additionnelles un x? dont le nombre de degrés de
liberté est la différence entre les nombre de conditions d’orthogonalité dans les deux
spécifications. On calcule la p-value de cette statistique et on accepte '’hypothése
nulle si la p-value excéde le seuil retenu.

5. Si on rejette 'hypothése on conserve I'estimateur avec exogénéité faible, sinon on
peut estimer le modele avec 'hypothése d’exogénéité forte. On retient la valeur de

Pobjectif & optimum : Vi = || Z; Auf™ Z ,
F

6. On procéde comme au 3 et 4 en comparant les valeurs atteintes & 'optimum. On
peut remarquer qu’il est possible de tester 'hypothése de compatibilité avec soit les
conditions de I'exogénéité faible soit celles des effets corrélés. Si ceci n’affecte pas la
puissance du test, il n’en est pas de méme avec le risque de premiére espéce.

11.8 Illustrations

11.8.1 Reéduction du temps de travail et gains de productivité

On reprend l'illustration du chapitre précédent et on montre comment les résultats
sont modifiés. Par la mise en oeuvre de la méthode des moments généralisée. On rappelle
que I’équation que I'on estime s’écrit :

ou v; représente le choc de productivité résiduel, c’est a dire une fois pris en compte les
facteurs X;.

Les variables instrumentales retenues sont : Aide;, Inf;, Endt; et Pf;. L'intérét de la
mise en oeuvre de la méthode des moments généralisé est de pouvoir traiter le cas d’une
possible (et vraisemblable) hétéroscédasticité du résidu.

On ne présente pas la condition de rang qui est la méme que dans le cas précédent
(tableau 10.2 du chapitre précédent). On ne présente pas de tableau de résultat mais
seulement certains d’entre eux. L’estimateur & variable instrumentale usuel sert d’esti-
mateur de premiére étape. Il est identique a celui du chapitre précédent : le coefficient
de la variable de RT'T est -0.107 et son écart-type est de 0.032, calculé avec la méthode
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standard. On peut aussi calculer cet ecart-type sans faire I’hypothése d’homoscédasticité
comme on ’a expliqué plus haut. On voit qu’il n’y a pas de différence dans le calcul de cet
écart-type : On trouve a nouveau 0.032. Le biais lié & la présence d’hétéroscédasticité dans
Pestimation des écarts-type de 'estimateur & variables instrumentales est trés faible dans
le cas présent. On peut aussi calculer I'estimateur GMM optimal et son écart-type. La
aussi on ne trouve pas de différence les coefficients estimés sont les méme et 1’écart-type
également. La seule différence notable entre les deux estimations réside en fait dans la sta-
tistique de Sargan : elle est plus faible lorsque 'on prend en compte ’hétéroscédasticité.
La statistique avec 1’estimateur standard (basé sur la régression du résidus sur toutes les
variables exogénes) donne une statistique de 7.57 soit une p-value de 5.6% pour un 2 (3) .
Avec l'estimateur optimal elle est de 6.58 soit une p-value de 8.7% : on accepte beaucoup
plus facilement ’hypothése de compatibilité des instruments. On peut aussi mettre en
oeuvre le test d’exogénéité. Avec la méthode du chapitre précédent, sous hypothése d’ho-
moscédasticité, on procédait a une régression augmentée. Ici on fait une régression par VI
par la méthode des GMM en incluant la variable de RTT dans la liste des instruments.
On s’intéresse d’abord au test de compatibilité des instruments Cette hypothése est trés
fortement rejetée la statistique est de 11.53 pour 4 degrés de liberté soit une p-value tres
faible de 2%. La statistique du test d’exognéité est la différence entre les deux statistiques
de suridentification de la régression GMM avec et sans la variable de RTT. On trouve
une statistique de 11.53-6.58=4.95 la aussi fortement rejeté pour un degrés de liberté de
1 (4-1).

11.8.2 Salaires et heures

On peut aussi aborder la question de la relation entre productivité et heures en exa-
minant un équation de salaire sur des données de salarié. En effet, sous I’hypothése que
la rémunération est égale a la productivité marginale le salaire peut étre utilisé comme
une mesure de la productivité marginale. On peut donc considérer I’équation

ou w; représente le logarithme du salaire et h; le logarithme des heures. Les variable x; sont
celles qui affectent le niveau de productivité et donc les variables de capital humain : niveau
d’éducation et expérience. Néanmoins dans cette régression la variable d’heure est, elle
aussi, endogéne. Le salaire et le nombre d’heure reflétent également un choix du salarié qui
arbitre entre rémunération et loisir. Parmi toutes les offres d’emploi qu’a recu 'individu,
celle que I’on observe est celle qui est préférée (on n’aborde pas ici la question pourtant
centrale du choix entre emploi et non emploi qui sera traitée dans le chapitre suivant).
Pour la rémunération proposée les agents sont préts a travailler un certain nombre d’heures
qui leur est propre. Dans les préférences des salariés interviennent les caractéristiques
familiales : nombre d’enfants, revenus alternatifs (conjoint, autres membres du ménage),
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parametres | std robuste | std sandards
Constante 3.8236 (0.1138) (0.0803)
scolarité 0.0541 (0.0030) (0.0026)
expérience 0.0197 (0.0012) (0.0011)
(expérience-10)2 -0.0004 (0.0001) (0.0000)
heures (log) 1.1422 (0.0315) (0.0210)

TAB. 11.2 — Régression par les MCO

célibataire... Ces variables sont susceptibles de jouer le role de variables instrumentales
dans la régression 11.1.

On considére un échantillon de femmes employées dans le commerce. On se restreint
a la population féminine car c’est sur elle que les variables instrumentales retenues ont
le plus de chance de jouer fortement. L’échantillon retenu provient de I’Enquéte Emploi
faite par 'PINSEE et comprend 3192 individus. Le tableau 11.2 présente les résultats de la
régression par les moindres carrés ordinaires. La premiére colonne présente le parametre,
la seconde I’écart-type robuste et la derniére I’écart-type obtenu avec la formule standard.
L’intérét principal de ce tableau est de fournir la valeur du coefficient des heures, qui s’éleve
ici & 1.14. Ceci signifie qu’'une augmentation des heures de 1% conduit & une hausse du
salaire (et donc de la productivité de 1,14%). Le coefficient est significativement différent
de 1, ce qui implique qu’il y a de légers gains de productivité horaire lorsque les heures
augmentent.

Le tableau 11.3 présente la régression de la variable explicative endogéne, le logarithme
des heures, sur les variables explicatives exogénes : le nombre d’année d’étude, I'expérience
et Pexpérience au carré et les variables instrumentales : le nombre d’enfant, ’existence de
revenus alternatifs dans le foyer (salaire du conjoint, allocations chémage), le logarithme
de ce revenu le cas échéant (zéro sinon), le nombre de revenus salariés dans le ménage
et une indicatrice indiquant si I'individu vit seule ou non. Le tableau donne le coefficient
estimé, son écart-type et son écart-type robuste. On examine 'apport des différentes
variables instrumentales a I'explication de la variable endogéne. On observe comme on
s’y attend que plus le nombre d’enfants est élevé, plus I'incitation a travailler est faible.
On observe aussi que le fait d’étre célibataire conduit & des heures plus élevées. L’effet du
salaire annexe sur les heures est en revanche non significatif, bien que positif.

Le tableau 11.4 présente les résultats de I’estimation du modeéle par les variables instru-

mentale, en ignorant 1’hétéroscédasticité dans la détermination de ’estimateur. L’expres-
. . -~ —1 -1 -1 .
sion de I'estimateur est donc by = (x;zzzz’zz z{xz> xiziZlz;  zly;. La deuxiéme colonne

présente ’écart-type robuste et la derniére 1’écart-type obtenu avec la formule valable



11.8. ILLUSTRATIONS 201

parametres | std robuste | std sandards
Constante 3.3186 (0.0380) (0.0360)
scolarité 0.0102 (0.0022) (0.0021)
expérience 0.0045 (0.0010) (0.0010)
(expérience-10)2 -0.0002 (0.0000) (0.0000)
nombre d'enfants -0.0568 (0.0070) (0.0061)
vit seule 0.0609 (0.0167) (0.0164)
revenu alternatif 0.0026 (0.0015) (0.0015)

TAB. 11.3 — Régression de la variable d’heure sur les exogénes et les instruments

parametres | std robuste | std sandards
Constante 2.5613 (0.4393) (0.3891)
scolarité 0.0494 (0.0034) (0.0031)
expérience 0.0193 (0.0013) (0.0011)
(expérience-10)2 -0.0004 (0.0001) (0.0001)
heures (log) 1.5252 (0.1312) (0.1173)

TAB. 11.4 — Régression par les variables instrumentales

pour ’homoscédasticité du résidu. Les matrices de variance correspondantes s’écrivent

~ _ -1 ~ ~ -1
0 _ 2 7. 1 _ B P ] 1
Viomo (b]v) =0 (mzz,zlz, zzajz) et Vietero <b;v> = <:zclzlzzzZ 2T, Tizi 2%
= 1 1 - . .
Wzlz; 2z 2l <:zcizl,z;zZ zz’xl) . On observe que la variable d’heure est sensiblement

plus élevé que dans la régression par les mco. Alors que la régression par les mco donne
un coefficient de 1.14, le chiffre obtenu ici est nettement plus élevé puisqu’il s’éléve a
1.52. Cela signifie que lorsque I'allongement du temps de travail s’accompagne de gains de
productivité horaire important : une augmentation de 1% des heures conduit & une aug-
mentation des rémunérations de 1.5%. On peut noter que ce coefficient n’est pas éloigné
de celui trouvé dans I'approche par les fonctions de production lorsque ’on n’utilisait pas
la variable Robien, comme instrument. On remarque aussi que le coefficient est 1a aussi
statistiquement différent de 1 mais que ’écart-type estimé est quatre fois plus important
que celui des moindres carrés ordinaires. On remarque qu’il existe des différences liées a
la prise en compte de ’hétéroscédasticité mais qu’elles ne sont pas phénoménales.

Le tableau 11.5 présente les résultats obtenus par la méthode des moments généralisée.

. Y _1 O
L’estimateur est donc byy = (x;zzQ*zz’mz> Tl 2ly;, avec OF = E (u?zlz;) et QF =
;1 . < , . ., N . e, -
u?zlz; , ou u; est le résidu estimé obtenu & partir d’'une premiére étape utilisant une
matrice de pondération quelconque. Le choix naturel qui est celui qui a été effectué ici
consiste a se baser sur I’estimateur par variable instrumentale. On voit que les changements
sont modestes par rapport au tableau précédent. C’est une bonne nouvelle a priori. Si entre
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parametres | std robuste
Constante 2.6139 (0.4373)
scolarité 0.0498 (0.0034)
expérience 0.0195 (0.0013)
(expérience-10)2 -0.0004 (0.0001)
heures (log) 1.5081 (0.1305)

TAB. 11.5 — Régression par la méthode des moments généralisée

la premiére et la deuxiéme étape, il y avait des changements importants, cela signifierait
que vraisemblablement les conditions d’orthogonalité ne sont pas compatibles entre elles.
Ici le fait que les résultats soient trés proches signifie aussi peut étre que I’hétéroscédasticité
n’est pas un phénoméne de premier ordre. Le coefficient auquel on parvient est de 1.51
et on observe qu’il n’est pas beaucoup plus précis que 'estimateur précédent. Dans le cas
présent, les gains liés & 'utilisation de 'estimateur GMM sont assez faibles.

Enfin, on peut examiner la question de la spécification, en procédant aux tests de suri-
dentification et d’exogénéité. Les tests ont la méme interprétation que dans le cas variables
instrumentales, mais la mise en oeuvre est différente. Les tests dans le cas homoscédas-
tiques, sont effectués & partir de régressions auxiliaires : régression du résidu estimé sur
les instruments et test de la nullité globale des coefficients pour le test de suridentification
et régression étendue dans laquelle on introduit en plus des variables explicatives la pré-
vision des variables endogenes par les instruments et les variables exogénes. Dans le cas
GMM, on n’a pas ce genre de simplification et les tests sont basés sur ’objectif atteint par
I'estimateur optimal : S = %lﬁ*% Les tests de suridentification compare la valeur
obtenue de S a la valeur seuil pour un test de niveau donné. Le test d’exogénéité compare
quant & lui la valeur S & la valeur S,, obtenue avec pour ensemble d’instruments z, z.,q.
La statistique de test S, — S suit un x? dont le nombre de degrés de liberté est le nombre
de variables endogénes. On voit dans le tableau 11.6 que ’hypothése de suridentification
est acceptée mais pas celle d’exogénéité. Il y a en outre 1a aussi peu de différence entre
la méthode a variables instrumentales et la méthode des moments généralisée. Les statis-
tiques de suridentification sont trés proches et les statistiques pour le test d’exogénéité,
bien que non directement comparables, conduisent aux mémes conclusions.

Enfin le tableau 11.7 présente les résultats pour différents secteurs. Les deux premiéres
colonnes donnent la valeur du parameétre et son écart-type en utilisant pour instruments
le fait d’étre célibataire, le nombre d’enfants et le revenu alternatif. Les deux colonnes
suivantes présentent le test de Sargan et sa p-value. On présente le test d’exogénéité.
Ceci n’est pas effectué pour les Industries Agricoles, le Transport et la Finance puisque
dans ces secteurs, le test de validité de suridentification conduit au rejet de ’hypothése de
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Test Statistique degrés pvalue
GMM
Suridentification 2.522 2.000 0.283
Exogénéité 8.650 1.000 0.003
VI
Suridentification 2.805 2.000 0.246
Exogénéité 1.128
(0.021)

TAB. 11.6 — Tests de spécification

Par std S p S(e) p(e) Par std S p
Industries Agricoles 0.51 (0.67)| 8.33 0.02
Biens de consommation 1.68 (0.71)] 285 024 : 091 034 | 1.13 (0.09) 3.76 0.29
Automobiles et Equipements | 0.79 (0.38)| 4.13 0.13 : 2.01 0.16 | 1.22 (0.07) 6.15 0.10
Biens Intermédiaires 1.04 (0.26)| 0.77 0.68 i 0.08 0.77 | 0.98 (0.05) 085 0.84
Commerce 151 (0.13)| 252 0.28 : 8.65 0.00
Transport 192 (0.52)| 242 030 : 276 0.10| 1.19 (0.08) 5.18 0.16
Finance 1.20 (0.24)| 6.02 0.05
Services Entreprises 1.23 (0.16)| 10.09 0.01
Services Particuliers 269 (0.48)] 0.14 0.93 { 82.10 0.00
Education Santé 1.18 (0.11)| 4.76 0.09 : 18.02 0.00
Administration 1.30 (0.15)| 3.13 0.21 : 487 0.03

TAB. 11.7 — Reésultats Sectoriels

compatibilité des instruments. On ne peut donc pas tester la compatibilité de restrictions
identifiantes supplémentaires. Les colonnes 7 et 8 présentent la valeur du parameétre estimé
en utilisant comme instruments les trois variables retenues et la variable d’heure. Enfin
les deux derniéres colonnes présentent le test de suridentification lorsque ’on utilise tous
ces instruments. On vérifie que la valeur de la statistique est la somme des statistiques
obtenus dans les colonnes (3) et (5). Ce que montre ce tableau est que les instruments
ne sont pas toujours considérés comme compatibles. Lorsqu’ils le sont les valeurs sont
assez différentes d’un secteur a l'autre, quoique toujours supérieure & 1. On voit aussi que
les estimations sont peu précises et que lorsque ’hypothése d’exogénéité est acceptée, on
obtient des gains d’efficacité non négligeables.

11.9 Résumé

Dans ce chapitre on a présenté une méthode d’estimation trés générale, englobant la
totalité des méthodes vues jusqu’a présent. Elle permet aussi de considérer facilement des
généralisations utiles des situations envisagées jusqu’a présent. En particulier elle permet



204

de généraliser la méthode des variables instrumentales aux cas hétéroscédastiques et au
cas de systémes d’équations.

1.

Cette méthode est basée sur ’exploitation de conditions d’orthogonalité, qui sont
des fonctions des variables et des parameétres du modéle dont I’espérance est nulle.

Le principe de la méthode des moments généralisée consiste & choisir le parametre
de telle sorte que la contrepartie empirique des conditions d’orthogonalité soit le
plus proche possible de zéro.

Lorsqu’il y a juste identification, c’est & dire lorsque le nombre de parameétre a
estimer est le méme que le nombre de conditions d’orthogonalité, on peut exactement
annuler (en général) les contreparties empiriques des conditions d’orthogonaliteé.

Lorsqu’il y a plus de conditions d’orthogonalité que de paramétres & estimer, on
est dans la situation dite de suridentification. On ne peut en général pas annuler
directement la contrepartie empirique des conditions d’orthogonalité. On minimise
alors la norme de ces contreparties.

Les estimateurs auxquels on parvient sont sous certaines hypothéses de régularité
convergents et asymptotiquement normaux. La convergence ne dépend pas de la
métrique choisie pour estimer mais la matrice de variance de I’estimateur si.

Parmi tous les estimateurs envisageable, il en existe un plus précis que tous les
autres : c’est l'estimateur GMM optimal. Il est obtenu en utilisant pour métrique
I'inverse de la matrice de variance des conditions d’orthogonalité.

La méthode des moments généralisée permet comme la méthode des variables ins-
trumentale de procéder a des tests de spécification. Il est ainsi possible de tester
la compatibilité des conditions d’orthogonalité entre elles (& l'instar des tests de
compatibilité des variables instrumentales). Ce test est un test de compatibilité et
pas un test de validité.

La méthode permet aussi de tester la compatibilité d'un ensemble de conditions
d’orthogonalité additionnel avec un ensemble de conditions d’orthogonalité initial
dont la validité constitue ’hypothése alternative.



Chapitre 12

Variables dépendantes limitées

On a examiné jusqu’a présent le cas de modeéles linéaires pour lesquels la variable
dépendante y; avait pour support . On examine dans ce chapitre trois types de modéles
aux applications trés nombreuses et qui sont des extensions directes du modéle linéaire :
Les modeéles dichotomiques, les modéles Tobit et le modéle Logit Multinomial

— Modeéle dichotomique : y; € {0, 1} . Par exemple : participation au marché du travail,
a un programme de formation, faillite d’une entreprise, défaut de paiement, signature
d’un accord de passage aux 35 heures etc.... Les informations dont on dispose dans
les enquétes sont souvent de cette nature : ”avez vous au cours de la période du tant
au tant effectué telle ou telle action”. On va présenter dix modéles trés couramment
utilisés pour modéliser ce type de situation : les modéles Logit et les modéles Probit
et on va insister sur la relation entre la modélisation statistique des variables prenant
leurs valeurs dans {0,1} et la modélisation économique. Ceci va nous conduire a
introduire la notion importante de variable latente : une variable dont le support
peut étre R mais qui n’est qu’en partie observée. On est ainsi conduit & modéliser
cette variable, ce qui correspond & une modélisation économique (dans le cas de la
faillite d’une entreprise il peut s’agir de la valeur des profits futurs de I’entreprise),
et & modéliser aussi la facon dont une censure s’opére dans les observations, ce qui
peut résulter la aussi d’'un comportement économique (dans le cas de la faillite il
peut s’agir du fait que la valeur de lentreprise passe sous un certain seuil) mais
aussi d’une caractéristique statistique des données.

— Le modéle logit Multinomial Modéle de choix discret comme par exemple le choix du
lieu de vacances (pas de vacances, montagne, mer, campagne) ou le choix du moyen
de transport domicile-travail (bus, auto, metro, a pied). Ces situations conduisent &
des variables prenant un nombre fini de modalités y; € {0,1,2,..., M} . Le modeéle
que I'on va introduire est trés utilisé dans de nombreux domaines appliqués. Il insiste
lui aussi sur la modélisation économique. L’idée générale est qu’a chaque modalité est
associée une valeur dépendant des préférences intrinséques d’un individu mais aussi
de caractéristiques économiques telles que les prix ou le revenu. Le choix sélectionné
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par un individu est celui correspondant & la valorisation maximale. Ce type de
modélisation, du a l'origine & Mac Fadden, est tres utilisé dans la modélisation des
systémes de demande pour des biens différenciés et intervient souvent en économie
industrielle empirique.

Le Modele Tobit est un modéle central dans ’analyse économique. Il correspond a
la prise en compte de sélectivité dans les observations : le fait que I'on observe un
phénomeéne n’est pas indépendant de ce phénomeéne. Pour I'analyser il faut donc
modéliser le phénomeéne et les conditions qui conduisent & son observation. Par
exemple le salaire n’est observé que conditionnellement au fait que 'individu ait un
emploi. On a alors deux variables a modéliser : la variable de censure I; € {0,1}
indiquant si le salaire est observé ou non et la variable de salaire w; lorsqu’il est
observé. Cette modélisation fait comme le modele Probit appelle a des variables
latentes. Il existe différents types de modeéles Tobit qui correspondent & autant
de situations économiques. Le classement de ces situations en différents types de
modeles Tobit est du & Amemiya. Il y a ainsi des modeéles Tobit de type I, de type
II, de type III, IV et V. On va voir dans ce chapitre les modeles de type I a III.

12.1 Modéle dichotomique

On souhaite expliquer une variable endogeéne y; prenant les valeurs 1 ou 0 en fonction

de variables explicatives "exogénes" x;,

D’une fagon générale on spécifie la probabilité d’observer y; = 1 conditionnellement

aux variables explicatives x;.

P(yi=1]z;) = G (z;)

qui définit complétement la loi conditionnelle de y; sachant x;. Cette probabilité est aussi
I’espérance conditionnelle de la variable y; :

Eyile) = D v =P W = 1]a5) + Lm0y (1 — P (yi = 1]az))]
yze{orl}

= P(y=1z;) =G ()

On spécifie en général cette fonction comme dépendant d’un indice linéaire en x; :

Les différentes solutions que ’on peut apporter a la modélisation de la variable dichoto-
mique y; correspondent & différents choix pour la fonction G.
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12.1.1 Modéle a probabilités linéaires

C’est la situation dans laquelle on spécifie simplement
E(yilz:i) = P(yi = 1|z;) = 2b

Le modeéle peut alors étre estimé par les MCO.

En dépit de sa simplicité attractive, ce choix de modélisation présente néanmoins
'inconvénient majeur que le modeéle ne peut contraindre P (y; = 1|z;) = x;b & appartenir
a 'intervalle [0, 1]. Il y a donc une incohérence dans cette modélisation.

Un autre probléme vient de I'estimation. Compte tenu du fait que y? = y;, toute
estimation de modéle de choix discret par les moindres carrés, linéaire dans le cas présent
ou non linéaire dans le cas général, c’est a dire basée sur la spécification FE (y; |z;) =
G (x;b), doit prendre en compte le fait que le modele de régression correspondant

est hétéroscédastique. En effet on a :

V(yile) = E(yl o) — E(yilwi)’ = E(yi|wi) — B (ys |2:)°
= E(yilz:)[1 - E(yi|v:)] = G (2:b) [1 = G (:D)]

L’estimateur des mco dans le cas linéaire a donc pour variance

-~ ’ -1 ’ ’ -1
Vs (bmco) =F (x@) E (ufx@,) FE (m@)

que l'on estime par la méthode de White

> ’l; 7 _1/\2 7 ——1
‘/as meco | = L; Xy U;T;T5 T;T5

On pourrait étre tenté d’estimer plus directement cette matrice compte tenu de la forme
de I’hétéroscédasticité, ou méme a mettre en oeuvre l'estimateur des MCQG puisque
I’on connait ’expression de la matrice de variance des résidus conditionnellement & x; :

E (u?|z;) = G (x;0) (1 — G (z;0)) = 0 (a;b) . Par exemple pour I'estimateur des MCQG

~ - 1—

~ ~

==
bmcqg =T;X; X;Y;

avec z; = z; / \/o? <x£mco) . Ceci est en pratique impossible avec le modéle de probabilité

linéaire puisqu’il n’est pas exclu que x;b (1 — x;b) soit négatif.
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12.1.2 Les modéles probit et logit.

Il est préférable de faire un autre choix que l'identité pour la fonction G. On souhaite
que cette fonction soit croissante, qu’elle tende vers 1 en 400 et vers 0 en —oo. En
principe, la fonction de répartition de n’importe quelle loi de probabilité pourrait convenir.
En pratique les modeles de choix discret sont spécifiés en utilisant deux fonctions de
répartition :

— @, la fonction de répartition de la loi normale :

G(2) = / " ()t =B (2)

ou p(t) = # exp (—3t?) . On a donc dans ce cas

P (yi|z;) = ® (z:d)

Un tel modele est appelé Modéle Probit.

— F, la fonction logistique
1

Fz) = 1+exp(—2)

Dans ce cas

1
P (yi|z;) = F (z:b) = 1+ exp (—a;b)

Un tel modeéle est appelé Modéle Logit

Effet marginal d’une variation d’un régresseur continu x

L’un des avantages majeurs du modéle de probabilité linéaire est qu’une variation
marginale d’un régresseur a un effet constant dans la population. Cette propriété simple et
attractive n’existe plus dans le cas des modeéles probit ou logit. On peut néanmoins préciser
leffet d’une variable sur la probabilité conditionnelle d’observer 1’événement modélisé.
Comme F (y; |z;) = G (2;b) , on a

et élasticité

Pour le modeéle Probit on a ainsi :

éiljw ) (i) by, R0 (ilzi) _ 90(1" ;bk

% i
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et pour le modele Logit

%ﬂ;ﬁsz) = F(z:b) (1= F (b)) by
aLoggm%/i ) (12 P b)) b

7

puisqu’on vérifie facilement F' = F (1 — F).

L’effet marginal de I’accroissement d’un facteur dépend donc du point ot ’on se situe.
En pratique on est amené & considérer une situation de référence qui peut étre un groupe
d’individus lorsque les variables explicatives sont elles mémes des variables de catégories,
ou bien le point moyen de I’échantillon. Dans ce cas par exemple, on calculerait

OF (i |7:) o

12.2 Variables latentes

La modélisation précédente est une modélisation statistique. Les modéles a variables
dépendantes discretes peuvent souvent étre introduits en rendant plus explicites les hy-
potheses économiques sous-jacentes a la modélisation. Ceci est effectué par le biais de ce
que l'on appelle une variable latente, c’est & dire une variable inobservée mais qui déter-
mine complétement la réalisation de la variable indicatrice étudiée. Dans le cas présent,
on modélise la réalisation de la variable indicatrice étudiée par le biais d’une variable :

yr = x;b+ u;

Dans cette modélisation on suppose que le résidu intervenant dans l’expression de la
variable latente est indépendant des variables explicatives. La variable latente y; n’est
jamais observée compleétement mais elle est liée a la réalisation de la variable d’intérét
par :

y=1ley >0 xb+u >0

Lorsque 'on spécifie la loi du résidu u;, on est capable de définir complétement la pro-
babilité P (y; = 1|z;). Si on suppose que le résidu intervenant dans modélisation de la
variable latente est normal, on obtient le modele Probit. Supposons u; ~ N (0, 0?)

b .
o g
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et v; = u;/o ~ N (0,1). Les paramétres b sont identifiables & un facteur multiplicatif
prét. Si on pose ¢ = b/o, on a
b U;
Pyi=1|z;) = Plzi—+—>0) =P (v;>—x;c) =P (v; <)
o o
= & (z40)

ou on utilise le fait que la loi normale est symétrique, et que donc P (v > a) = P (v < —a).

Exemple Décision de participer a un stage de formation. Ce stage représente un gain
futur G; pour l'individu, dont le capital humain aura augmenté. Supposons que l’on soit
capable de modéliser ce gain a partir de variables explicatives

G; = xlb, + uf

La participation au stage comporte aussi un cott o court-terme C;, incluant le fait qu’il faut
d’abord apprendre, et donc fournir un effort, mais aussi souvent payer pour la formation
et subir des cotts indirects comme des codts de transport. Supposons la encore que l'on
soit capable de modéliser ce cott

C; = xib. +uj

Le gain net pour l'individu est donc y; = G; — C;.
yi = xlby — xibe +uf —uf = 20+
On peut modéliser la participation comme le fait que le gain net soit positif :
y=1ley >0 xb+u >0

y; est alors la variable latente associée au modéle.

Le modele logit est lui aussi compatible avec cette modélisation. On suppose alors
que w; suit une loi logistique de variance o. La variable w;/o suit alors une loi logis-
tique de densité f (z) = exp (—z) / (1 4 exp (—z))* et de fonction de répartition F (z) =
1/ (1 +exp(—z)) . Cette densité est 1a encore symétrique en zéro, et on aura

b
Py =1lz;) = P(xi_+u_>0):P(Ui>_$ic):P(Ui<.%‘iC)
o g

= F(xic)

On pourrait considérer d’autres cas comme par exemple le fait que la loi de u; suive une
loi de Student, on obtiendrait alors d’autres expressions pour P (y; = 1|z;).
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12.3 Estimation des modéles dichotomiques

Mis a part le modéle de probabilité linéaire qui s’estime directement par les MCO, les
modeles dichotomiques s’estiment par le maximum de vraisemblance. En effet la spécifica-
tion de la probabilité conditionnelle conduit a spécifier entierement la loi des observations.
Compte tenu d’une modélisation conduisant a

P(y; = 1|z;) = G ()

avec GG une fonction de répartition connue, de densité g. La probabilité d’observer y; pour
un individu peut s’écrire comme

Pyilw) = Py =1lwa)" [1= Py = 1))
= G(z:b)" [1 -G (b)Y

La vraisemblance de ’échantillon s’écrit donc
N N

Lylz) = HP (yi|wi) = HG (z:0)" [1 -G (ifib)]l_yi
i=1 i=1

compte tenu de ’hypothése d’indépendance. La log —vraisemblance s'écrit alors

N
log Ly = > [yslog G (w:b) + (1 — y:) log (1 — G (z:b))]
i=1

Lorsque l'on fait 'hypothése que les observations sont indépendantes, la maximisation
de la vraisemblance conduit & des estimations convergentes. On a vu en effet dans le
chapitre précédent que la méthode du maximum de vraisemblance, basée sur la nullité de

I’espérance du score
Olog L (2;,0
plog L (2, 0)

00

est une méthode de type GMM et que 'on peut étudier les propriétés asymptotiques des
estimateurs dans le cadre général de la convergence des estimateurs GMM. On rappelle
ici les principaux résultats de la méthode des moments généralisée et leur transcription
au cas et leur transcription au cas du maximum de vraisemblance.

On considére un modele dont la vraisemblance s’écrit L (z;, 6)

:0@9:90

Proposition Sous les hypothéses

1. H1 L’espace des paramétres © est compact. La vraie valeur est 0y intérieure a ©,
2. H2 3, 0y € © tq L(2;,00) est la vraie densité des observations

3. H3 L(z;,0) est deux fois continiment dérivable en 6,
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4. HA E |sup|0log L (2;,6)/ 98] + sup|dlog L (2, 6)/ 80| +sup |9*log L (2, 0)/ 0606'|| <
0 0 0

5. H5 Olog L (2;,0)/ 00y a des moments finis d’ordre 1 et 2,

6. H6 Le Jacobien J = E (0*log L (2;,00)/ 90060") de dimension dim6 x dim6 est de
rang dim 6,

Alors Uestimateur du mazimum de vraisemblance sy mazimisant Qy (0) = LogL (z;,0),
vérifie les propriétés :

~ p
1. s — 0y convergence

2. VN (55 - 90) LN (O, Vs (5(5))) normalité asymptotique

3. V.. @S) —J ' =I"oul=E[dlogL(z,60)/00dlogL (z,0)/ 0]

4. T=08logL (zi,§>/89 dlog L @,5)/89’ S TetJ=08%logL (ziﬁ)/aeae’ ~J

Démonstration Il s’agit d’une transcription directe des résultats concernant la conver-
gence de [’estimateur de la méthode des moments généralisée au_ cas du score E 81(’%0(2"’@ =
0, & quelques exception prés. On a vu que si le modéle est bien spécifié, c’est a dire si ef-
fectivement la densité des observations peut étre parameétrée par le modéle utilisé, alors
la vraisemblance est mazximale pour la vraie valeur des paramétres. C’est le sens de la
condition HMV 2 analogue de la condition H2 de la méthode des moments généralisée.
Par rapport a la méthode des moments généralisée, une caractéristique importante pro-
vient du fait que le modéle est juste identifié. L’expression de la matrice de variance en
est simplifiée.

Dans le cas général son expression est Vs <§5> = [G'SoG] ' G'SoV (g (2,600)) SoG [G'SoG] " .
Ici les notations sont différentes, G = J et V. = I et en outre G est de dimension
dim @ x dim 6 puisque dim g = dim @ et de rang dim € par hypothése. G est donc inver-

sible, d’ot une expression plus simple Vyq (55) =J
Une simplification supplémentaire provient du fait qu’il s’agit d’une vraisemblance. On

a alors : /
5 0%log L (2;,0)\ 5 dlog L (2;,0) dlog L (z;,6)
0000’ B 00 00 '

Cette derniére relation provient simplement du fait que pour une famille de densité de

probabilité f (x,0),
/f (z,0)dx =1

donc

% (x,0)dx =0 soit /f (z,0) 81}809gf (z,0) =0, i.e.Ep (8[2900gf> =0
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En dérivant a nouveau en 0, il vient

/f o) 2Lo9L gy v [OL09L (o OF (g — 0

0000" 00 oy’
0*Log f dLogf dLogf _
9?log f (x,0) Olog f (z,0) dlog f (,6)’ _
Es ( 000" ) + o { a0 20 ] 0

Finalement on retrouve a o partir des formules GMM que dans le cas du mazximum de
vraisemblance

=~ ?log L (2,0)\ " dlog L (2:,0) dlog L (2:,60)"\
Vas (9)__E< 9006’ ) _E( 00 90 )

12.3.1 Conditions de ler ordre pour la maximisation

L’estimateur du maximum de vraisemblance est défini par :

oty N[ o) o efed) T
aﬁN_; ‘%G<$£>+(1 yl)l—G(@B) z; =0
soit

A

dlog L g (m) :

O8N _ [yi—G<xib)} — —x, =0

0b i=1 G <$Ib> [1 -G (m,b)]

Ces équations sont en général non linéaires et nécessitent la mise en oeuvre d’un algorithme

d’optimisation.
On voit que ces équations dans le cas général s’expriment sous la forme

> (58) [ 2 o

=1

WE

xz,g)] x; =0

Elles sont donc assez similaires aux conditions vues pour les moindres carrés, mis a part
la pondération et la non linéarité. On remarque également que la pondération s’interpréte
naturellement par le fait que V' (y; |x;) = G (z;,b) (1 — G (x;,b)) , et que g (x;,b) z est la
dérivée par rapport a b de G (z;b) . La pondération est donc analogue a la sphéricisation
pratiquée dans la méthode des mCQG du modele linéarisé autour de la vraie valeur du
parametre.
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Pour le modéle Logit ona G (2) = F (z) = 1/ (1 + exp (—2)), et g (2) = exp (—2z) / (1 + exp (—2))* =
F(z)(1—F(z)). On a donc simplement

:Z [y,—F(x,/l;)] x;zo

Logit i=1

Olog Ly
0b

Pour le modele Probit on a G (2) = ® (2), et g(2) = ¢ (2). On a donc simplement

N R % (;vz/b\> ,

Probt ; [yi 7 <xlb>] @ (x@ [1 —® (9313)] o

Olog Ly
0b

12.3.2 Dérivées secondes de la log-vraisemblance - condition de
concavité

On sait qu’asymptotiquement, la vraisemblance a un maximum global unique. Ceci ne
signifie pas qu’il n’y ait pas de maximum local. Ceci ne signifie pas non plus qu’il n’y ait
pas a distance fini des maxima locaux. Il est donc important d’examiner les conditions
du second ordre de I'objectif maximisé qui permettent d’étudier 1’existence d’optima mul-
tiples. On montre que dans le cas du modéle probit et du modéle logit on est dans un cas
favorable dans lequel la matrice hessienne est toujours négative : la log-vraisemblance est
donc globalement concave. Ceci garantit donc que 'optimum trouvé est bien celui qu’il
faut considérer.

Pour le modeéle Logit, on le vérifie directement aisément. La matrice des dérivées
secondes de I'objectif a en effet pour expression :

3 [1- F (wd)] F (s3)

Logit i=1

82 lOg LN
= obob’

Pour le modeéle probit on montre plus généralement une proposition basée sur la log
concavité de la densité. On présente d’abord un lemme :

Lemme Silog(g) est concave, alors le ratio g (z) /G (z) est une fonction décroissante
de z.

9(z)
G(Z)

concave alors % décroissante. Dans ce cas ¢’ (t) = %g (t) > %g (t) pour t < z donc

/Z gt > L3 / g(t) soit g (2) > 26 ().

o 9(2) Joso

Proposition Silog(g) est concave et si g est symétrique, alors le hessien de la vraisem-
blance du modéle dichotomique & probabilité G (xy,) est défini négatif.

Démonstration

est décroissant si g'G < g* c’est a dire si %/G < g. Silog(g) est
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Démonstration On peut réécrire la log vraisemblance en séparant les observations pour
lesquelles y; = 1 de celles pour lesquelles y; = 0, on note I, et Iy les ensembles d’individus
correspondants. En notant g; = g (x;b) et G; = G (x;b), on a alors

N

dlog Ly A 9i /

=1

= Z[I—Gl]ﬁlﬁ‘f‘;[o—Gl]ﬁl’;

I

9i i ’
Gt TG
I Iy

On a alors : , .

(‘3 log LN g; /

— = = | zlz; + ;X

1
Comme g est symétrique G (—z) =1 — G (2), on a —#’Z()Z) = g((fz , il en résulte que
si & est une fonction décroissante, alors — - g() ) est aussi une fonction décroissante. Le
Hesszen est négatif puisque les dérivées des ratios & et —32 sont négatives.
Dans le cas Probit, g(z) = \/—exp (—22%), Cest bien une fonction symétrique et

logg (z) = —log v2m— %zQ, est bien une fonction concave. L’objectif est donc globalement
concave.

12.3.3 Matrice de variance-covariance de b

La matrice de variance covariance asymptotique est égale a

~ 9?logL\17" dlog L dlog L\
Vas <b> B l_E< oboY ﬂ B lE< b o )}

Elle peut étre estimée a partir des dérivée secondes évaluées en b :

-1

0?log L (yz-, xz,/b\>
B dboY

Vas (b) =

ou des dérivées premiéres évaluée en 3 :

-1

dlog L (yxZ) dlog L (yxZ)
ob ob
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Compte tenu de I'expression donnée plus haut

dlog L gii“%’ b) —w (l‘ij;) [yz - K (y,' x”@)] &

avec w (xi, b> =g (x[bj / G (x;b\> [1 -G <:z:1/b\>} , on note que dans ce cas la matrice de
variance s’écrit sous une forme s’apparentant & celle des mCQG

U 22 1 -1
Vas(b) = (u)i&tixixi>
La matrice de variance covariance de ’estimateur est dans tous les cas estimée par

N ~

V() = Vie(b) /N

12.4 Illustration : participation des femmes sur le
marché du travail

On peut mettre en oeuvre les méthodes d’estimation précédentes en examinant le
comportement de participation des femmes sur le marché du travail. La modélisation de
la décision de participation fait intervenir le salaire de marché w; et le salaire de réservation
w;. Le salaire de marché est modélisé comme une fonction du capital humain, c’est a dire
comme une fonction de la scolarité et 'expérience sur le marché du travail. Le salaire de
réservation est fonction lui de la situation familiale : revenu alternatif, célibat, nombre
d’enfants... Au lieu de modéliser le capital humain par 'expérience, fonction des décisions
passées de participation sur le marché du travail, on peut faire intervenir directement
I’age. Au total on a une décision de participation prenant la forme :

w; = Qg+ a18co; + asage; + agagef + u;
w; = o+ Brwa; + Bysingle; + Bynenf; + B,age; + /35%]@?“1‘

On a donc la modélisation de participation :
I =1 <=y, + v,5c0; + vag9€; + ’73@96? + y,wa; + vg sin gle; + ygnenf; +w; > 0

On peut estimer ce modele en faisant I’hypothése que les résidus sont distribués de telle
sorte que ’on ait un modéle Probit, Logit ou & probabilité linéaire. On met en oeuvre cette
estimation sur un échantillon de femmes en 2002, tiré de ’enquéte emploi. L’échantillon
comprend 36249 femmes. Les résultats sont présentés dans le tableau 12.1. On voit que
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Probit Logit Linéaire
b sb b sb b sbh sb
Constante -0.207 (0.057) -0.379 (0.095) 0.441 (0.020) (0.019)
Nenf -0.317 (0.008) -0.530 (0.013) -0.108 (0.002) (0.002)
wa 0.043 (0.002) 0.071 (0.003) 0.015 (0.001) (0.001)
single 0.297 (0.024) 0.490 (0.039) 0.103 (0.008) (0.008)
scolarité 0.089 (0.003) 0.151 (0.005) 0.029 (0.001) (0.001)
age -0.006 (0.001) -0.010 (0.001) -0.002 (0.000) (0.000)
age?/1000 -0.237 (0.008) -0.401 (0.013) -0.081 (0.003) (0.003)

TAB. 12.1 — Estimation du modele de participation des femmes

les parameétres sont distincts d’une régression a I’autre mais que les sens de variations sont
toujours les mémes. On note aussi que les estimations sont trés précises, ce qui tient a la
taille importante de I’échantillon. Les résultats sont bien ceux auxquels on s’attend : plus le
capital humain est important : 4ge et scolarité élevés, plus la participation est importante.
De méme plus le nombre d’enfants est élevé, moins la participation est élevée. Le célibat
conduit aussi comme on s’y attend & une participation plus importante. On remarque
enfin que le revenu alternatif (celui du conjoint) n’a pas le signe attendu. On aurait pu
penser en effet que le salaire du conjoint conduisait & une participation plus faible. Ceci
pourrait étre lié au fait que dans la décision de mise en couple les capacités sur le marché
du travail des deux individus sont corrélées positivement.

Pour aller plus loin dans la comparaison des estimateurs entre eux, il faudrait comparer
les effets marginaux, c’est a dire calculer en chaque point I'effet prédit par le modéle d’un
accroissement marginal de la variable.

12.5 Sélectivité : le modéle Tobit

12.5.1 Présentation de la sélectivité

La sélectivité est une des causes principales de biais dans les estimations des modeéles
linéaires. Elle correspond a la situation dans laquelle le phénoméne que 1'on étudie est
observé uniquement sous certaines conditions qui ne sont pas indépendantes du phéno-
meéne étudié. Pour certains individus, on n’observe pas le phénoméne étudié, il y a donc
un probléme de ”"données manquantes”, et la raison pour laquelle on n’observe pas le
phénomene est elle méme liée & ce phénomeéne. Le fait de ne pas observer le phénomeéne
apporte donc paradoxalement une information sur le phénomeéne lui-méme. On dit dans
ce cas que le processus de sélection n’est pas ignorable.

Exemple Le modéle d’offre de travail d’Heckman. Pour illustrer le probléeme de la sélec-
tivité on présente le modéle d’offre de travail d’Heckman. On modélise le salaire de marché
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d’un individu comme :

w; = x;b+ u;
avec x; comprenant les variables affectant le capital humain : la scolarité et l’dge (a la
place de expérience) et le salaire de réserve comme

w; = xribr + Up;

avec x,; comprenant le nombre d’enfant, une indicatrice valant 1 en cas de célibat, le cas
échéant, le revenu du conjoint. On introduit en plus de ces variables un polynome de [’dge
pour prendre en compte les spécificités du marché du travail francais qui subventionne le
retrait d’activité des travailleurs dgés. On introduit en outre une modélisation des heures.
Les heures de travail offertes dépendent de [’écart entre le salaire de marché et le salaire
de réserve :
hi =~ (w; —w;)

et on a donc un nombre d’heures non nul, donc observé si w; > w,;. Le paramétre vy
est particulierement intéressant puisqu’il correspond a l’élasticité de l'offre de travail au
salaire. A cette modélisation correspond différentes possibilités d’observation.

1. On nobserve que la décision de participation :
pi=1 sih;>0
pi=0 sih; <0

1l s’agit du modéle Probit déja examiné.
2. On observe la décision de participation et le nombre d’heures :
{ hi = hi = yx;ib — by + yu — Ui = zic T v;

pi =1
pi=0

st hy >0
sihr <0

1l s’agit du modéle Tobit dit simple ou de type I car la variable définissant la censure
est aussi celle qui est observée lorsqu’il n’y a pas censure. Dans le cas considéré
1ci, il est clair que [’estimation de ce modéle ne permet pas [’estimation simple du
parameétre d’élasticité d’offre de travail au salaire. On peut identifier | (h} |z;, h} > 0)
qui est bien sur différente de I (hf|z;). Le processus de sélection n'est donc pas
ignorable dans ce cas de facon évidente.

3. On observe le salaire et la décision de participation
{ wi=mbbu e

pi=1 si h¥ <0

pi=0
1l s’agit du modéle Tobit dit de type II car la variable définissant la censure n’est pas
celle qui est observée lorsqu’il n’y a pas censure. On peut identifier icil (w} |z;, hf > 0)
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qui peut étre différente ou non de | (w} |z;) . Le processus de sélection peut donc étre
ignorable ou mon dans ce cas. On voit que si l (w] |z;, hl) = 1 (w]|z;), c’est a dire
st la variable réalisant la censure est indépendante de la variable étudiée condition-
nellement aux variables explicatives, le processus de sélection sera ignorable.

4. On observe le salaire, le nombre d’heures et la décision de participation

w; = ;b +u;
h; = b} = vyx;b — x.:b, + yu; — up; st hy >0
pi =1 sthy <0
pi=20
Ce modéle est dit modéle Tobit de Type III. Il permet sous certaines conditions
d’estimer le parameétre d’élasticité de offre de travail aux heures.

L’estimation de ce type de modéles est en général complexe lorsque l’on ne spécifie
pas la lot des résidus. On va examiner ici la situation dans laquelle la loi jointe des deux
résidus u,; de [’équation de salaire et up; de l’équation d’heure, conditionnellement aux
variables explicatives, est une loi normale bivariée :

. 2
() =1(0) G 7))
Upi 0 PO WO oy,

Une caractérisitique importante de cette modélisation est de laisser possible une corrélation
entre les deux équations de salaire et de participation. C’est justement dans le cas ot il
y a corrélation que le processus de sélection n’est pas ignorable dans le cas du modéle de

type I1.

Definition 1. On appelle Modéle Tobit de type I, ou modéle Tobit simple le modéle
dans lequel une variable d’intérét modélisée comme

yr = x;b + u;

avec u; ~ N (0,02) , est observée sous la condition, elle méme observée,

C’est a dire, on observe :

¢ sin on

2. On appelle Modéle Tobit de type II, le modéle dans lequel une variable d’intérét,

modélisée comme
yr = ;b +
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est observée sous la condition elle méme observée

I = zc+v;, >0

2

avec (u;,v;) distribués suivant une loi normale de moyennes nulle et de variance o2

et a2 et de corrélation p. On observe donc
U =mbtu s

Yi
I; )
sin on

I
o

I;

Pour mesurer I'importance potentielle des biais auquel peut conduire une information
incompléte, on consideére la situation dans laquelle il y a deux variables aléatoires

Y=z +wu
Yo = T + Us

Les variables x, u; et u, sont toutes trois normales, centrée et réduites. x est choisie indé-
pendante de u; et uy. En revanche on envisage deux situations polaires pour la corrélation
de u; et us : corrélation nulle et corrélation de 0.9. On s’intéresse a la relation entre y; et
x, et on considere deux cas. Dans le premier cas on observe yi et x sans restriction, dans
le second cas on observe y; et x uniquement pour y; positif. Les graphiques reportés dans
le tableau 12.2 montrent les nuages de points observés.

On voit que les nuages de points dans les échantillons non tronqués se ressemblent
beaucoup, que la corrélation soit nulle ou de 0.9. Les droites de régressions linéaires
donnent toutes deux des coefficients proches des vraies valeurs : 1 pour la variable z
et 0 pour la constante. On voit aussi que la troncature par la variable y; ne change pas
beaucoup l'allure de ’échantillon dans le cas de la corrélation nulle. On observe néanmoins
que comme on a sélectionné les observations pour lesquelles z+us > 0, on a eu tendance a
retenir plus de valeurs élevées de . Néanmoins, cette sélection des variables explicatives
n’affecte pas la propriété d’indépendance des variables explicatives et du résidu dans
I’équation de y;. On vérifie que les coefficients de la droite de régression sont 1a encore trés
proches des vraies valeurs. En revanche les changements pour le cas p = 0.9 en présence
de troncature sont trés importants. On a été amené a ne retenir que les observations pour
lesquelles z 4+ uy > 0. La encore on a eu tendance a retenir plus souvent les observations
de = avec des valeurs élevées. Pour une observation retenue pour une valeur de x donnée,
on n’a retenu que les observations avec une valeur importante de us et donc de u; puisque
ces variables sont fortement corrélées. On en déduit que & x donné, on a retenu des
observations pour lesquelles u; est suffisamment important. Pour une valeur donnée de x
la moyenne des résidus des observations sélectionnées sera donc positive contrairement a
ce qu'implique I’hypothése d’indépendance. En outre, si on considére une valeur de x plus
importante, on sera amené a sélectionner des observations de uy de fagon moins stricte,
et la moyenne des résidus de u; sélectionnés sera donc toujours positive, mais plus faible.
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=-0,01+1,01x

a

5

Tronqué p =0

221

5
5

y = 0,01+1,00x+

&

y = 0,75+0,58x

Tronqué p = 0.9

TAB. 12.2 — Nuages de points et troncatures : différentes configurations
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On en déduit que 'espérance des résidus conditionnelle & une valeur donnée de = est une
fonction décroissante de x : le résidu de I’équation de y; sur les observations sélectionnés
ne sont plus indépendants de la variable explicative. Ce résultat se matérialise par une
droite de régression de pente beaucoup plus faible que dans le cas précédent : le biais
dit de sélectivité est ici trés important. Une autre conséquence que 1’on peut voir sur le
graphique et qui est intimement liée dans ce cas a la sélection, est que la relation entre y;
et x est hétéroscédastique.

12.5.2 Rappels sur les lois normales conditionnelles.

Quelques rappels sur les lois normales sont nécessaires pour étudier le modéle de
sélectivité.

Densité

La densité d’une loi normale centrée réduite est notée p et a pour expression

o) = —=ew (—%)

La fonction de répartition est notée @ (u) = / ¢ (t) dt. Compte tenu de la symétrie de

—0o0

la fonction p on a ® (—u) =1 — ® (u)
Une variable aléatoire de dimension k suivant une loi normale multivariée de moyenne
u et de variance X : y ~ N(u, X) a pour densité :

1 1
fly) == exp | —=(y — p)'S 'y — p)
! (27)* det(%)) p< 2 F ! u)

On considére une loi normale bivariée

)y N My ’ ol ,001202
Y2 Mo po102 0%

la densité de la loi jointe de u; et uy est donc donnée par

1 (24 €2 —2peiey)
i, p2) = exp {—
(1,32) 201094/ 1 — p? 2(1—p?)
avec £, = et g9 = ”0;2”2
La loi marginale de y; est donnée par

o) = e (1)

Y1—Hy
o
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un calcul simple permet de montrer que la loi yo conditionnelle & y; donnée par f(ys|y1) =

Lwiv2) oot aussi une loi normale, mais de moyenne et de variance différente. La moyenne

f1)
dépénd de la valeur prise par y;, mais pas la variance :

020
f(y2lyr) ~ N (uz oy G m) o5 (1 - pQ))
Moments d’une loi normale tronquée

Definition On appelle inverse du ratio de Mills la quantité

Ce ratio est central dans l'analyse des biais de sélectivité. On a vu précédemment en
étudiant le modéle probit que ce ratio est une fonction décroissante de c.

Proposition Soit u ~ N (0,1), et ¢ un scalaire. On s’intéresse auz moments de la loi
normale tronquée E(ulu > c) et E(ulu < ¢), ainsi que V(ulu > ¢) et V(ulu < c¢). On a
E(ulu > ¢)= M (—c)
E(ulu < ¢)=-M(c)

et
Viuu > ¢)=1+cM(—c)—M(-c)? <1
Viuju < ¢)=1—cM(c)—M(c)® <1
Démonstration u a pour densité o (u). Compte tenu de ¢ (u) = —up (u), on a :
Fiulu > 0 = G0 = T = G = wg = M
de méme

E(ulu <c¢)=—E(—u| —u>—c)=—M (c)

Pour les moments d’ordre 2 on a :

E (u?lu > c) :j;lti—w:l—ch(—c)

ot on intégre par partie [ uto(u)du = [—up (u)]7° + [ @(u)du = cp(c) +1 — @ (c).
On en déduit la variance conditionnelle

V(ulu>¢) = E(u?|u>¢) — [E(u|lu > ¢)]> =1+ cM (—¢) — M (—c)®
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de facon similaire on a pour la loi normale tronquée supérieurement

EWlu < ¢)=E(—u)?|—u>—c)=1—cM(c)
Viuu < ¢)=1—cM(c)—M(c)

Le lemme que l'on avait pour une loi normale z+ £ (2) > 0 et aussi —z+ %5 (2) > 0 soit
encore zM (2) + M (2)* > 0 et zM (—z) — M (—2)* < 0 on en déduit que l’on a toujours,
comme on s’y attend V(ulu < ¢) < 1.

Lemme Quelque soit z, on a

et
%

1-¢

Démonstration Compte tenu de ¢’ (z) = —zp (z) on déduit de /P décroissant @' (z) /P—
©*/®* <0, soit —zp (z) [ —?/P* < 0. En multipliant cette inégalité par —£ (), on en
déduit un résultat qui sera utile par la suite : z + £ (z) > 0. En appliquant cette inégalité

a —z, on en déduit aussi —z + %5 (2) > 0.

—z+ (2) >0

Remarque Dans le cas d’une variable non centrée réduite v ~ N (u, o), on peut déduire
des résultats précédents les moments des lois tronquées en notant que (v — p) /o suit une
loi N(0,1) et quevsceu=(v—p)/ocsc=(c—p)/o. ona donc

E(wlv > C):E(Uu+u’u>a:la—|—0‘M<_ﬂ>
o

Ewlv < ¢)=FE(cu+plu<c)=p—oM (C_M>
g

e o ) )

Pour les moments de la loi tronquée supérieurement on a également

o= (12 () (52) )

On a aussi comme on s’y attend pour toute transformation linéaire

Via+bwlv > c)=bV(v|v>ec)
Vie+bvjy < ¢)=bV(vjv<e)
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Moments d’une variable normale tronquée par une autre variable normale

On s’intéresse au cas d’une variable aléatoire suivant une loi normale bivariée
Y1 ~ N Hq : U% po—lQO' 2
Y2 Ho po102 02
et on cherche les moments d’ordre 1 et 2 de la variable ys tronquée par y; > 0.

Proposition On a

I

_H
01

E(y2lyr >0) = py+ poaM

E(ylyr >0) = py—poaM

N N
JIE

et

2
V> 0) = oo (1) wr (1))

2
Vg2l <0) = oy —p'o <_%M (_%> +M (_%> )

Démonstration On a vu que la loi de yo conditionnelle & y, est une loi normale de
moyenne fiy + pZ (y1 — 1) et de variance o3 (1 — p?). On en déduit que

g
E(yplypn>0) = E (#ﬁpg—j (y1 — ) [y1 > 0)

= g+ porE <% |y > 0)
1

_ N2_’_p0_2E<y1_M1 Y1 — iy >_ﬁ>
01 01 01
= g+ pooM (ﬂ>
01
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De méme,
Vyalyr >0) = V(E(@ly)lyi>0)+EV (y2y1) ]y >0)
o
= V<M2+pa—j(y1—/~b1)|y1>0)+(1—p2)0§

_ p20_gv(y1_ul yl_ﬂ1>_ﬂ>
g1 01 g1

2
= plos (1—ﬂM(ﬂ) —M(ﬂ) ) +(1—p2)0§
g1 01 01
2
= Ug —pQUg (ﬂM (ﬂ> + M (&) )
01 01 01

Compte tenu du résultat précédent sur la loi normale unidimensionnelle et puisque V (ya |y1) =
(1-p?) os.

On obtient directement les moments de la lot normale ys tronquée par y; < 0 en
remplagant (1, par —p, et p par —p

12.6 Estimation du modéle Tobit

On considére & nouveau le modeéle Tobit

yi = b+ u
I' = zc+v;

dans lequel la loi jointe des résidus conditionnellement aux variables explicatives est une

loi normale bivariée
. 2
(o )= [(0) (o 75|
(o 0 poOuOy  Oh

Les observations sont régies par :

{yjz_yl si IF >0
[ : >|<<
I =0 siIf <0

12.6.1 Pourquoi ne pas estimer un modéle Tobit par les MCO ?

Si on se restreint aux observations pour lesquelles le salaire est renseigné, on a

E(yz |xz‘721;,fz‘ = 1) = E(y;‘ |m,-,zi,I;‘ > 0)
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En appliquant les résultats précédents a y, = y*, et y; = I* on a directement :

E (y] |zs, zi, I} > 0) = x;b+ po, M (ﬁ)

v

On voit donc que dés lors que la corrélation entre les éléments inobservés de 1’équation de
salaire et de I’équation de participation sont corrélés, c’est a dire dés que p # 0, ne pas

prendre en compte la sélectivité revient & oublier une variable dans la régression : M | < ).

Oy
Cet oubli est donc susceptible de conduire & une estimation biaisée des parameétres des
lors que les variables M <f—;£> et x; sont corrélées.

Si on considere & titre illustratif que I’équation de sélection s’écrit y >y, onap=1

et 2 = @ L’équation précédente s’écrit alors
v u

ib—7y
E(y! |z, 2,17 >0) = z;b+ 0, M (x y)

Oy

Dans ce cas comme M (z) = % est une fonction décroissante de z le biais est négatif.

Dans le cas général tout dépend de p et de la corrélation entre le ratio de Mills et M (%)

v

les variables explicative entrant dans la modélisation de y;.
Si on introduit également les observations pour lesquelles y; = 0, on a

E(yi|zi,zi) = E(yilvi,zi, i =1)P (L = 1|z, 2) +
E(yz |mi7zi7]i = 0) P(Ii =0 |90uzz)

— (a;b) @ (ﬁ) + poup (ﬁ)
UU O-’U

et on voit que la forme linéaire n’est pas non plus adaptée.

12.6.2 Estimation par le maximum de vraisemblance

Comme on a spécifié la loi des perturbations, on a spécifié la loi des observations.
L’estimateur du maximum de vraisemblance est donc le plus efficace. Les estimations
vont étre basées sur la densité des observations. celle-ci se calcule de la fagon suivante :
on écrit la probabilité d’observer chaque réalisation du couple (y;, [;) -

— Pour I; = 0 on n’observe pas y; la seule probabilité est P (I} < 0), c’est a dire

P (zic+v; < 0) :cb(—;—j) :1—¢(£)

Oy

Pour I; = 1 on observe y; = y; et I > 0. La densité correspondante est

flyp =wi,ii=1) = fyis I7) A1 = £ (yi) FU yi) di

I3>0 I3>0



228 CHAPITRE 12. VARIABLES DEPENDANTES LIMITEES

et la loi de I} conditionnelle & y = y; est pas définition une loi normale de moyenne

fir (yi) = pp + po, ™= et de variance 52 = 02 (1 — p?) la probabilité pour qu'une telle
~ oy L Py . .
variable aléatoire soit positive est ® (%) =0 (%) . Finalement, la densité
v Ovy —p

des observations est

ze 1 y; — x;b zic + po, il
L = 1—-® | — X — d Tu
[ () e () o (s

1-1I; Yi—x;b I
K P — f];lb zZ;C + POy =——
H [ (ZC)‘| X 7(y ) i Oy
. Oy Oy Ou Oy (1 —p2)

On voit que comme dans le cas du modele Probit, on ne peut pas identifier la totalité des
parameétres de I’équation de sélection : seul le paramétre ¢ = - est identifiable. Compte
tenu de cette redéfinition des parametres du modéle, la vraisemblance s’écrit :

~ R I;
A N e AW e s

Remarque 1. Dans le cas ot p = 0 on voit que la vraisemblance est séparable entre
une contribution correspondant & l'observation de I; = 0/1 et une contribution as-
sociée aux observations de w; :

I_ (H 1-@(z0)] "o (Z@Ii> X (H Lfiu@ (y;_:vb)r>

% A

On retrouve donc le fait que dans le cas p = 0 on peut ignorer la sélection des
observations. On voit aussi que dans le cas général ot p # 0 la sélectivité importe.

2. La fonction de vraisemblance n'est pas globalement concave en (p,o,,b,¢).Elle est
concave globalement en 6 = (o,,b,¢) pour p fizé.

3. Une solution consiste a fizer la valeur de p et estimer les parametre correspondant
0 (p) et a balayer sur les valeur possible de p.

12.6.3 Estimation en deux étapes par la méthode d’Heckman

Il existe une méthode d’estimation trés simple et trés largement utilisée dans le cas ou
les perturbations sont normales. Elle ouvre aussi la voie a des spécifications plus générales
dans lesquelles on laisse non spécifiées la loi des perturbations. Cette méthode est basée
sur ’équation précédente
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Le principe de la méthode d’Heckman consiste & estimer d’abord le modéle Probit associé
a I;. De lestimation de ¢ = ¢/, on tire un estimateur M; <§> =M zﬁ . On procede
ensuite a la régression augmentée sur les seules observations pour lesquelles les données
sont disponibles :

Ces estimateurs sont asymptotiquement sans biais, mais ils ne sont pas asymptotique-
ment efficaces. Par exemple, cette méthode permet d’estimer seulement le produit po,,
alors que la méthode du maximum de vraisemblance permet d’estimer p et o, séparément.

Remarque Le calcul des écarts-type est un peu compliqué. Il fait intervenir deux aspects.
D’une part le modéle est hétéroscédastique. En effet, compte tenu des résultats obtenus
précédemment pour V (yo |y > 0), on a :

V(yi |xiazi7I’i = 1) = V(y: |xZ=ZZ7Iz* > O)
= o) — pol (2:M; (©) + M; (¢)°)

Cette formule montre bien la présence d’hétéroscédasticité. Elle donne aussi une voie pour
estimer le modéle de facon plus efficace en utilisant [’estimateur des mCQG. Néanmoins ce
n’est pas le seul probléme, en effet la variable additionnelle introduite dans la régression
fait intervenir le paramétre ¢ qui n’est pas connu et est remplacé par une estimation.
L introduction de ce paramétre estimé est ausst une source de complication dans le calcul
des écarts-type. Plus précisément, le paramétre est lui méme issu d’une estimation (par
le MV) que l'on peut résumer par l'annulation de la contrepartie empirique de conditions
d’orthogonalité
E (hz (I;, z,¢)) =0

L’estimation du modéle par les mco conduit quant & elle a l’annulation de la contrepartie
empirique de

v,
B (( M; (2) ) [yi — xib — po, M; (c)] 11,-:1)
= FE (hl%PUu (Ila Yiy Ty ba pau)) =0

Le calcul des écarts-type doit se faire en considérant les formules de [’estimation par la
méthode des moments généralisée associée a la totalité des conditions d’orthogonalité, c’est

a dire
hz (L zi, )
E
hb,pau (Iza Yiy Ti,y ba PUu)

On utilise parfois l'estimateur de Heckman comme une premiére valeur pour le calcul
de l’estimateur du mazximum de vraisemblance. On utilise l’estimateur du modéle Probit,
l’estimateur du modéle de Heckman et [’expression de la variance des résidus qui permet
d’obtenir une estimation convergente de p et o,,.
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12.6.4 Des extensions paramétriques simples

Le cas normal conduit a des spécifications particuliérement simple. La loi normale peut
néanmoins paraitre trop restrictive et on peut vouloir spécifier encore la loi des résidus
mais dans des ensembles de lois plus générales.

Loi quelconque donnée pour le résidu de I’équation de sélection.

Tant que la loi du terme de ’équation de sélection a une fonction de répartition F
strictement croissante, on peut reformuler le modele de telle sorte qu’il entre dans le cadre
précédent. Cette reformulation repose sur la propriété suivante :

Proposition Si une variable aléatoire a une fonction de répartition F strictement crois-
sante, alors la variable aléatoire v = F (v) suit une loi uniforme sur [0, 1].

Démonstration FEn effet, comme F est a valeurs dans [0,1] le support de v est bien
[0,1]. De plus on a

P@<t)y=P(F(v)<t)=P@w<F'(t)=FoF ()=t

On en déduit alors la proposition suivante concernant le modele de sélection : En
appliquant ce résultat a la transformation : v = ®~! o F'(v), on en déduit que v suit une
loi normale. Le modeéle de sélection I = 1 <= [* = zc+ v > 0 est donc équivalent a
I=1<=0=9"1oF(v) >® o F(—2c) soit encore & —®~ o F (—zc) + v > 0, avec
dans ce cas v normal. On peut donc généraliser les résultats précédents en substituant
—®~ 1o F(—2z¢) a zc. On parvient alors au résultat que

EWwll=1z2)=ab+ paug (=@ o F(—20))

Compte tenu du fait que
P(z)=P(zc+v>0)=P(v>—z2c)=1—F(—zc)
on a

EWl|ll=1z2z2)= xb+paug (=27 (1= P(2)))

En utilisant le fait que ® (—z) =1 — ® (), soit ®~}(P) = —-®1 (1 - P),ona:

po® P (2)

E(y|l =1,z,2)=xb+ po, 0



12.6. ESTIMATION DU MODELE TOBIT 231

Des lois plus générales que la loi normale

On peut considérer le modele de sélection précédent en faisant I'hypothése que les
éléments inobservés ont pour loi jointe une loi de Student de degrés n et non pas une loi
normale.

La densité de la loi jointe des éléments inobservés s’écrit alors :

1 n 1 ) ) —(1/2)(n+2)
h(u,v) = 1+ u® — 2puv + v
(w,0) o (1 — p2)/2n—2 (77—2)(1—/)2)( )

On peut montrer la propriété suivante sur la loi jointe de u et v :

E(ulv)=pv
La loi de u, g, (u) a pour expression :
I'((n+1)/2) 2\~ (+1)/2
gn () = | ——t L2 (] 4 ¢
"=\ Ty )

On note G,, (u) sa fonction de répartition.
On peut montrer que l'expression de l’espérance de la loi de Student de degrés n
tronquée est :

n+t g,
n—1G,

Ewlv<t)=—

(t)
D’ou

Gp(=t) _ Gy(=t) n+tgy (—1)
(1=Gy(-t) ([QA=Gy(-t)n—1G,

S B
n—11-G, n—1G,

E@lv>—-t) = —E(wlv<—t)

Ceci permet de généraliser les résultats obtenus précédemment pour le modéle de sélection

Eyll=1z2) = zb+E(uld=1,x,2)
= b+ E(ulze+v>0,2,2)
= b+ E(F(ulv,z,2)|zc+v>0,z,2)
= xb+poE (v|v> —zc)

n+ 2 gy

n—1 G, (z¢)

= zb+ po
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On peut obtenir une généralisation supplémentaire en combinant les deux approches et
en considérant que 1’équation de sélection & un résidu d’une loi quelconque connue. Par
le méme genre d’argument que dans la premiere situation envisagée, on a

n+ G (P(2))" gyo Gyt (P(2))
n—1 P(z)

EWl[l=1,2,2) =xb+ po

12.6.5 Le modéle de sélection semi paramétrique.

On reprend le modeéle de sélectivité sur inobservables :

y=xb+u

avec la modélisation de ’'affectation au traitement :

T = zc+vw
T = 1<==T">0

on suppose comme précédemment I'indépendance entre les variables de conditionnement
et les éléments inobservés.

(u,v) L (x,z)

mais on ne fait plus d’hypotheése sur la loi jointe des perturbations. On montre que I'on
obtient une relation pour I’espérance conditionnelle qui s’apparente a celles obtenues dans
les cas précédents :

Proposition Dans le cas du modéle de sélectivité sur inobservables, si les fonctions de
répartition de v est strictement croissante, il eziste une fonction K (P (zc)) telle que

EWwll=1z2)=xb+ K (P(z2¢))

ol
P(ze)=P(T=1]|r,2)
Démonstration On montre d’abord que P(I = 1|r,z) = P(zc). On a
PUI=1|rz)=E(l(zc+v>0)r2) :/ Flolrz) = / f(0) = 1= F (2¢) = P (20)
v>—2zc v>—2zcC

On en déduit en outre que zc = Hy (P (zc)), puisque F est strictement croissante. On
écrit ensuite ['espérance de la variable d’intérét

EWll=1zz2)=2b+E@u|l=1z2)
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et on montre que E (u|l = 1,z,2) est une fonction de P (zc)

Ew|I=1,2,2) = Eul|z,2)P(I=1|rz)" :/1(zc+v§0)uf(u,v)duva(I:1|zc)1
= Hy(zc) = K (P (zc))

Remarque On peut voir a partir des expressions précédentes un point trés important.
Dans le cas de la normalité, on a une relation non linéaire déterminée entre [’espérance de
la variable a laquelle on s’intéresse et la probabilité de sélection. Cette non linéarité permet
[’obtention d’estimation méme dans le cas ot les variables entrant dans [’équation de
sélection et I’équation d’intérét principal sont identiques. Dans le cas plus général, on voit
néanmoins que ce n’est plus le cas. En effet quelque soit la fonction de probabilité retenue P,
st la fonction K est quelconque, et que x, est identique & x.,, on ne pourra dissocier [’effet
des variables intervenant au travers de la sélectivité de leur effet intervenant directement :
le modéle n’est pas identifié. Ce n’est que lorsque l’on introduit dans l’équation de sélectivité
une variable intervenant dans la sélectivité mais pas dans l’équation principale que [’on
peut identifier le modéle. Le raisonnement est ici trés proche de celui fait dans le cas des
variables instrumentales : il faut postuler une relation d’exclusion. Cette nécessité est un
peu masquée dans le cas de la normalité par la non linéarité du modéle, mais elle n’en est
pas moins essentielle.

Ce type de modéle peut étre estimé sans faire d’hypotheése sur la forme de la fonction
K. On considére I’équation :

EWll=1z2)=xb+ K (P(z2¢))

Une premiére fagon d’estimer le modeéle consiste a utiliser des séries. L’idée est trés simple
elle consiste a introduire différentes puissance du score : P (z¢), P (z¢) .. .. Les propriétés
asymptotiques de ce type d’estimateur ont été étudiée par Andrews (1991).

E(y|I=1,2,2)=xb+a P (z¢) + -+ agy P (z¢)™

Cette méthode est trés simple a mettre en oeuvre, et de ce fait trés utile. Ses propriétés
asymptotiques ont été clairement établies, par Newey (1999) qui montre en particulier
que les paramétres d’intérét de la partie linéaire du modéle sont convergent en v/N. Le
probléme de ce type de méthode réside dans le choix du degré du polynéme retenu.

Une méthode d’estimation alternative est fournie par la méthode d’estimation de (Ro-
binson 1988) c’est une sorte de super méthode de Frish-Waugh. 1’Idée de la méthode de
Robinson est de projeter cette équation sur I'ensemble des fonctions de P (zc)

E(y|I=1,P(zc)) = E(Ey|I=1z,2)|I =1,P(zc))
= E(x|I=1,P(z2¢))b+ K (P (z¢))
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En prenant la différence avec I’équation précédente on peut éliminer la fonction K (P (z¢)) .
On a alors :

E(y—FEWw|I=1,P(z¢))|I=1z,2)=(x— E(x|[ =1,P(zc)))b

En notant €] =y — E(y[I =1,P (zc)) et e = x — E(x|T =1, P (2c)) les résidus des
régressions non paramétriques de y et des variables explicatives r sur le score P (zc), on
a clairement
E(Eg‘é‘f) =elb

On peut estimer le parameétre b en régressant 55 sur 57{3 . Dans ce cas, on peut montrer
que Destimateur de b obtenu est convergent en v/N bien qu’il incorpore un intermédiaire
de calcul non paramétrique. Toutefois sa variance est difficile & calculer et on est amené
a utiliser des méthodes de bootstrap trés intensives en calculs, notamment pour ce type
d’estimateur par noyaux.

Remarque Cette méthode permet d’estimer le paramétre b. Néanmoins ceci n’est pas
vrai pour tous les paramétres : la constante du modéle n’est pas identifiée. Ceci se voit
trés bien puisque la fonction K est estimée en toute généralité, donc a une constante prés.
Ceci n’est en général pas grave car on n'accorde que peu d’intérét a la constante, sauf
dans certains cas précis qui peuvent étre trés importants. C’est en particulier le cas de
I’évaluation des politique publiques que I’'on aborde dans le chapitre suivant. On reviendra
alors sur cette question délicate.

12.6.6 Illustration : le modéle d’offre de travail d’Heckman

Pour illustrer les résultats du cadre précédent on estime le modele d’offre de travail
présenté dans 'exemple de la page 217. Il s’agit d’'un modele Tobit dit de Typelll, dans
la terminologie de Amemiya. La forme réduite de ce modéle s’écrit :

w; = xb+uy

hi = ~yxib— by +yu; — Up; = 2+ v;

En appliquant le formalisme de la méthode d’Heckman, on voit que 1’on a :
E(wz]zz,hf >0) = :L“Zb+(uz]zz,hf >O)
= x;b+ pa% (zic)
E (hi|zi,hf >0) = ~x;b— .0, + phahg (zic)

On voit clairement que les parameétres b, v et b, sont identifiés. En effet, le modéle Probit
identifie le parameétre c, la régression de salaire identifie b et po, la régression d’heure
identifie vb, b, et p,op. On voit que 'on peut en déduire une estimation de v dés lors
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qu’il y a une variable entrant dans la liste des variables affectant le salaire de marché
mais pas le salaire de réserve. La variable retenue ici assurant cette identification est la
variable de scolarité. En effet on fait intervenir la variable d’aAge dans le salaire de réserve
et dans le salaire de marché. Néanmoins l'identification du parameétre v est liée ici a la
forme fonctionnelle, c’est a dire & la forme du ratio de Mills. On voit que si on avait retenu
une autre loi et que pour cette loi le terme analogue au ratio de Mills avait été linéaire le
modele ne serait pas identifié puisqu’il impose que z;c soit proportionnel & yx;b — x,.;b,.
Meéme si le modeéle impose des restrictions qui peuvent étre testées comme le fait que les
parameétres de la partie yx;b — x,;b, sont bien proportionnels & ceux de la partie z;c, on
ne peut en déduire d’estimateur de ces parameétres, sauf a faire une hypothése comme
celle faite ici que les variables inobservées sont distribuées suivant une loi normale. On
peut noter que le modele de salaire de marché peut lui aussi faire intervenir les heures.
Dans ce cas l'identification porte comme pour le modéle d’heures offertes sur la forme
fonctionnelle. Enfin, on voit aussi que ’estimation s’apparente ici & une estimation par la
méthode des moments généralisée. En effet, on peut réécrire ’équation d’offre de travail
par exemple sous la forme

E (b} —~yw} + xpiby |2i, b > 0) = E(—up |2, h; >0) = ,Ao'h?fhg (zic)

Soit
E (hf — yw; + Zpiby — ,”o'h3hg (zic) |zi, hi > 0) -0

avec ppop = cov(—Upi, YUy — Up;) /0 (Yu; — uy;) . 11 en résulte que les parameétres peuvent
étre estimés en utilisant comme conditions d’orthogonalité

* * ~ o~ QS Zi *
E ( (hi — yw! + b — PhOhg (zic) 2 (20) hi>0) =0
De méme, pour ’équation de salaire, on a
E | (wh! —Ah] —x;b— paé (zic) < hi >0) =0
7 7 7 @ ) %(ZZC) 7 Z

qui peut étre utilisée avec A contraint & 1 (I'identification des autres paramétres est alors
garanti quelle que soit la forme fonctionnelle retenue) ou librement estimé (1'identification
des parametres repose alors sur ’hypothése de normalité).

Remarque Pour la détermination des écarts-type, il faut tenir compte de deux aspects
importants. Le premier est que le modéle est hétéroscédastique. L utilisation de la méthode
des moments généralisée permet de traiter ce probléme. Le deuxiéme est que le ratio de
Mills fait intervenir l’estimation de l’équation de participation. Il faut en théorie corriger
les écarts-type pour cette estimation intermédiaire. Cect peut étre fait en considérant [’es-
timation comme un probléme d’estimation par la méthode des moments généralisée. On
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adjoint a ’ensemble de condition d’orthogonalité précédent les conditions d’orthogona-
lité correspondant a l’estimation préliminaire, et qui sont les conditions du premier ordre
du mazimum de vraisemblance. Ici, compte tenu du fait que le modéle Probit est estimé
sur 36249 femmes et que les estimations sont effectués dans le secteur du commerce sur
seulement 3164 femmes, on néglige le probléme.

On présente dans le tableau 12.3 les résultats obtenus pour I'estimation de I’équation
de salaire. On voit que le ratio de Mills joue significativement et que son coefficient est
négatif. Le signe est celui de la corrélation entre yu; — u,; et u;. Si on écrit u,; = nu; + €;,
avec u; et £; non corrélé, on a cov(yu; — Uy, u;) = (7 — 1) o2. Le signe négatif s’interpréte
donc comme le fait que les éléments inobservés dans 1’équation de salaire et I’équation
de salaire de réserve sont fortement corrélés. On voit qu’ignorer la sélectivité, oublier la
variable de ratio de Mills, conduit a biaiser les coefficients. Ici il s’agit surtout de celui
de la scolarité. Le coefficient est en effet de 0.03 avec prise en compte de la sélectivité
au lieu de 0.04 lorsqu’on 'ignore. On voit que lorsque 'on introduit la variable d’heures
comme régresseur l'erreur liée au fait d’oublier la variable de sélectivité est encore plus
forte. En effet 'élasticité du salaire de marché (donc de la productivité) aux heures est
élevée et significativement différente de 0 lorsque l'on ignore la sélectivité. Par contre
lorsqu’on prend en compte la sélectivité, on voit que cette variable est deux fois plus
faible et qu’elle n’est plus significativement différente de 0. Ceci est susceptible de remettre
fortement en cause les résultats présentés dans le chapitre sur la méthode des moments
généralisée. Toutefois, il ne faut pas oublier que lorsque ’on introduit la variable d’heure,
I'identification des paramétres repose sur le choix de la normalité pour distribution jointe
des résidus.

Le tableau 12.4 présente les résultats de ’équation d’offre de travail. On voit 1a aussi
que la variable de sélectivité est significativement différente de zéro. Son signe est celui de
Pron = cov(—Upi, Yy — up;). Soit pour u.; = nu; + &;, celui de o2 + (n — v) no?. Le signe
obtenu est donc compatible avec le précédent. On voit que la aussi les changements sont
importants lorsque 'on estime le modeéle avec et sans prise en compte de la sélectivité.
En effet sans prise en compte de la sélectivité, on a un coefficient faible de 1’ordre de 0.10.
Une baisse de la rémunération de 10% conduit a une baisse des heures offertes de 1%.
Lorsque 'on prend en compte la sélectivité, on parvient & une valeur beaucoup plus élevée
de 0.4 : une baisse de la rémunération de 10% conduit & une baisse des heures de 4%.
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Sans les heures

Avec Sélectivité

Sans Sélectivité

b sb b sb
Constante 4.6368 (0.0768) 4.4496 (0.0555)
Age 0.0096 (0.0008) 0.0098 (0.0008)
Age? -0.0004 (0.0001) -0.0005 (0.0001)
Scolarité 0.0333 (0.0034) 0.0414 (0.0026)
Ratio de mills -0.1662 (0.0456) -- --

Avec les heures

Constante 3.7674 (0.8199) 2.6204 (0.5044)
Age 0.0094 (0.0008) 0.0094 (0.0008)
Age? -0.0004 (0.0001) -0.0005 (0.0001)
Scolarité 0.0346 (0.0035) 0.0369 (0.0029)
Ratio de mills -0.0967 (0.0708) -- --
h 0.2380 (0.2251) 0.5454 (0.1496)
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TAB. 12.3 — Estimation de I’équation de salaire avec et sans prise en compte de la sélec-
tivité, avec et sans prise en compte des heures

Avec Sélectivité

Sans Sélectivité

b sh b sb
Constante -0.0805 (1.1674) 2.3980 (0.2713)
Age -0.0051 (0.0015) -0.0019 (0.0004)
Age? -0.0002 (0.0001) -0.0001 (0.0001)
Nenf -0.0665 (0.0150) -0.0349 (0.0054)
wa 0.0071 (0.0025) 0.0022 (0.0012)
single 0.0672 (0.0133) 0.0554 (0.0133)
Ratio de mills 0.3055 (0.1421) -- --
w 0.4124 (0.1314) 0.1332 (0.0309)

TAB. 12.4 — Estimation de I’équation d’offre de travail avec et sans prise en compte de la

sélectivité
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12.7 Modéles de choix discrets : le Modéle Logit Mul-
tinomial

On s’intéresse dans cette derniére section & un modeéle de choix entre différentes alter-
natives. Le choix d’un type de véhicule, d'un lieu de vacances, etc... Ce modele, appelé
modéle Logit Multinomial est tres simple et tres facile a estimer. 11 est trés largement
employé. Il est en outre susceptible de généralisations importantes qui permettent no-
tamment de prendre en compte l'existence de caractéristiques inobservées des individus
opérant les choix. Le développement et I'estimation de ce type de modeéle est aujourd’hui
un théme de recherche trés actif aux nombreuses applications.

Supposons qu’'un individu ¢ ait & choisir, parmi un ensemble de K modalités, une et
une seule de ces modalités, notée k.

Pour modéliser cette situation on associe a chaque modalité un niveau d’utilité

U, = pp + ek = zibp e k=1,..K

ol g;; est une variable aléatoire non observable. L’individu choisit la modalité que lui
procure 'utilité maximale.
y; = Argmax (Uy,)
k

Proposition Siles {eix}r—1.. K sont des v.a. indépendantes et identiquement distribuées
selon une loi des valeurs extrémes de fonction de répartition.

G(z) = exp|— exp(—1)],
de support |—oo, +o0[ alors la probabilité de choisir la modalité k s’écrit :

exp(y) __ explziby)

Ply; = k| = —
v | leil exp (fi;) Zf; exp (x;by)

Ce modéle est appelé modéle logit multinomial.

Démonstration Notons g la fonction de densité des € :

/ d

9(2) =G (2) = ——exp[—exp (—z)] = exp (~z) exp (—exp (—2)) = exp (=2) G (2)
On peut remarquer en préliminaire la propriété suivante :
1
E —t —2z)) = ——
exp (~texp(~2)) = 7=

+o0
Eexp(—texp(—z)) = / exp (—texp (—z)) exp (—z) exp (—exp (—2)) dz
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en faisant le changement de variable v =exp (—z), on a

+o0 1
Eexp(—texp(—z)) = / exp (—tv)vexp (—v)v = ——
. 1+t

On peut écrire par exemple la probabilité de choisir la premiére solution

Ply=1) = E(ﬁl(Uk<Ul)> :E<E (ﬁl(Uk<Ul|Ul)>>

= F (HE(l (Uk <U; |U1))>

Puisque les valeurs des différentes options sont indépendantes les unes des autres. Comme
P +ee<pteiler) =G — e +e1) = exp[—exp (—py +p, —€1)], on a

Py=1) = E (H exp [— exp (—puy + py, — 81)])

= F (exp [— Zexp (—pq + g — €1)]> = E (exp [~texp (—€1)])

k=2
K
avec t = Zexp (—py + pg) - On en déduit que
k=2
1 1
P p— p— pr—
W=D=717-%
exp (—py + i)
k=1
Remarque 1. Les probabilités ne dépendent que des différences

= p =x(br = be), 1#k

Elles ne sont pas modifiées si tous les b; sont translatés en gl =b +c.
2. En conséquence, les by, sont non identifiables sauf a poser par exemple by = 0

3. Les parameétres estimés s’interprétent alors comme des écarts a la référence by. Un
signe positif signifie que la variable explicative accroit la probabilité de la modalité
associée relativement a la probabilité de la modalité de référence.
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12.7.1 Estimation du modéle logit multinomial :

Proposition Posons

Yki — 1(%’ = k)

exp(Tr;b

® b
21:1 eXp(xli z)

bl = 0
La log-vraisemblance de I’échantillon s’écrit :
n K
log L="> "> yulog P
i=1 k=1

Cette fonction est globalement concave. Les conditions du premier ordre pour la détermi-
nation du paramétre b = (by, ...,bx) , s’écrivent simplement sous la forme

i2 — Pio) o,
b =2 : h

=1\ (yix — Pix) @

Démonstration La vraisemblance s’écrit logL = " Zszl yirlog Py, = logL =

K
S (Zf:z YirTribp — log (1 + Zl_2 exp(:clibl)>> . On calcule facilement la dérivée par
rapport a by :

n

Olog L & exp(z;b
e S S
R T o)

On détermine ensuite la dérivée seconde

9?log L 0 , exp () , "9 exp () ,
= Z o | Yt — K LTy | = — Z ; K Ty
L (1 + leg exp(mlibl)> = O, (1 + Zl:2 exp(xh-bl)>

Pourm #1, on a

0 exp(x;by) o exp(x;b;) exp(Tpmibm)

L= — ' Tmi = — Poyi Pl Tomi
5’an K i K Qxlzxmz mat &g me
(14 elab)) (1430 explab)
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Pourm =1, on a

exp(zy;br) exp(zy;b1)*

Ty = K T — %
(143, explah) (143 explah)
= (P — B;) xjm

0 exp(x;by)

8_172 (1 + ZZZ exp(xlibl)>

!
3L Tl

Pour montrer la concavité de l’objectif, on calcule N H)\, pour un vecteur \ quelconque. La
matrice H a pour dimension dimbs+- - - +dimbg. On peut donc écrire N = (X5, ..., Ny).
Comme H est une matrice bloc dont les blocs sont de la forme : Hyp, = 01T} Tmi, avec

emli = szplz et emmi = _Pmi + Pﬁw NHX = Zl,m )‘;Hl,m)‘m = Zl,m H'mli ;mgzxmz/\m En
définissant v; le vecteur de dimension K — 1 dont la miéme composante est Tp;\y, on
a NH)\ = Zl’m O miivmivy; et compte tenu de ’expression de 0,,;, on a Zlm 01 UmiVii =
S (= Pi + P2 02y 4+ 23,y PriPivmivic = — (3, Pmivly; — (3, Pmivin)”) < 0 et
égal a zero seulement si v; = 0. On en déduit que NHX < 0 et NHX = 0 si et seulement
st v; = OVi, ce qui signifie que 3N tel que Vi x,; A = 0 ce qui correspond au fait que les
variables explicatives ne sont pas indépendantes.

12.8 Résumé

Dans ce chapitre on a présenté trois exemples de modéles non linéaires généralisant
directement les modeéles linéaires vus précédemment. On a ainsi examiné

1. Les modeéles dichotomiques, caractérisés par le fait que la variable explicative prend
ses valeurs dans {0, 1} . On a vu que des modélisations adaptées faisaient intervenir
des variables latentes i.e. des variables dont seulement une partie de la réalisation
est observée.

2. Deux exemples types sont les modeles Logit et les modeles Probit. Ces deux modéles
s’estiment par le maximum de vraisemblance et nécessitent une étape d’optimisation.

3. On a également présenté les modeéles Tobit. Ce sont des modéles dans lesquels on
observe une variable conditionnellement & la valeur prise par une autre variable.

4. La situation standard est celle dans laquelle il y a une variable d’intérét et une
variable décrivant la sélection.

5. Un exemple typique est celui du salaire : on n’observe le salaire que conditionnelle-
ment au fait que le nombre d’heures de travail soit strictement positif.

6. Ces modeéles nécessitent en général des hypotheses sur la loi des résidus des équations
de sélection et de la variable d’intérét.

7. On fait en souvent I'’hypothése de résidus normaux. Dans ce cas le modele peut
étre estimé simplement soit par la méthode du maximum de vraisemblance, soit par
une méthode alternative, dite de Heckman. Cette méthode donne simplement des
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estimateurs mais est moins efficace que la méthode de maximum de vraisemblance.
Elle consiste a estimer d’abord un modéle Probit pour I’équation de sélection, puis
a partir des estimations & calculer un terme correctif dit ratio de Mills introduit
ensuite dans la régression de la variable d’intérét.

Dans ces modeéles a sélection endogéne il faut traiter la sélection comme on traiterait
un régresseur endogéne dans une équation linéaire. Il est ainsi nécessaire de disposer
d’une variable intervenant dans I’équation de sélection et n’intervenant pas dans
I’équation d’intérét, faute de quoi les paramétres ne sont estimés que sur la non
linéarité de la forme fonctionnelle.

Différentes généralisations ont été proposées pour obtenir des estimations avec des
lois plus générales que la loi normale. Le modéle de sélection semiparamétrique gé-
néralise ainsi 'approche de Heckman. Une fonction polyméries de la probabilité de
sélection est ainsi introduite au lieu du ratio de Mills. Ces modeéles ne permettent
pas en général I'estimation de la constante et nécessitent une fois abandonnée 1’hy-
potheése de normalité I'exclusion d’un régresseur de la liste des variables explicatives
affectant la variable d’intérét.

Enfin on a présenté succinctement les modéles de choix discrets qui offrent une
modélisation de la situation dans laquelle un individu doit arbitrer entre plusieurs
choix possibles. L’intérét de ces modeles est de présenter un lien étroit entre la
théorie des choix et ’économétrie.



Chapitre 13

Evaluation

L’évaluation des politiques publiques nécessite souvent la connaissance de parameétres
de comportements des agents qui sont inconnus. La mesure de l'effet d’une politique
instaurant une taxe sur certains produits fait ainsi intervenir les élasticités d’offre et de
demande de ces biens. De méme, 'effet d’une politique favorisant le retour a ’emploi,
tel que I’Earning Income Taxe Credit aux Etats Unis ou la Prime pour 'Emploi en
France font intervenir I’élasticité de l'offre de travail. La mesure de ces parameétres est
une préoccupation importante de 1’économétrie. Les chapitres précédents ont montré la
difficulté de I’estimation de ces parameétres et la nécessité de contextes observationnels trés
exigeants. La connaissance de ces parameétres permet d’apporter de nombreux éclairages
sur les effets des politiques publiques. Par exemple l'estimation d’équations d’offre de
travail permet de mesurer la valeur que les agents accordent au temps libre. L’évolution
d’une telle valeur et sa dispersion dans la population est bien sur intéressante dans le
contexte de la réduction du temps de travail. Connaitre les parameétres structurels du
comportements des agents permet de mesurer ex ante les effets probables d’une mesure
de politique économique. Elle permet aussi de mesurer 1'effet de politiques ayant déja été
mises en oeuvre.

Exemple Laroque Salanié (2000) Modélisation de loffre de travail en fonction de la
rémunération et des transferts(modélisation d’un salaire de réserve), modélisation de la
demande de travail (productivité d’un travailleur). Il y a emploi si le salaire offert (la
productivité) est supérieur au salaire de réserve et au smic. On peut alors examiner l’effet
d’un relévement du smic ou l’effet d’une modification des transferts.

Ces évaluations reposent sur la spécification de modéles de comportement et leur
estimation. De nombreux parameétres structurels sont susceptibles d’intervenir et il est
probable que les conditions de l'identification de ces parameétres ne soient pas réunies
pour chacun d’entre eux. On peut étre tenté d’apporter une réponse plus précise a une
question plus générale. Plutot que I’évaluation d’une politique basée sur la décomposition
et la mesure des différentes composantes d’une politique (effet via 'offre et via la demande
par exemple) et qui nécessitent ’estimation de tous les parameétres structurels (élasticités
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d’offre et de demande par exemple) on peut chercher a répondre a la question globale quel
a été 'effet de la politique au total 7 Ceci ne nécessite que ’estimation de combinaisons des
paramétres structurels et pas leur identification individuelle. Une branche de I’économétrie
s’est développée fortement au cours des derniéres années qui cherche & répondre a cette
question. C’est essentiellement aux travaux de James Heckman que 1’on doit ces avancées.
Elle ne s’intéresse qu’a des évaluations ex-post et aux situations dans laquelle la politique
in fine a concerné une partie de la population seulement. Par exemple effet du relévement
du salaire minimum dans certains états aux Etats Unis. Mise en place d’un systéme
de formation pour les chomeurs, ou d’un systéme d’aide & la recherche d’emploi (PAP)
etc... L’idée centrale est qu'une partie de la population bénéficie de la mesure et I'autre
non. On peut sous certaines hypotheéses, 1a aussi parfois exigeantes, retrouver 'effet de la
politique sur les individus qui en ont bénéficiés, a partir de comparaisons entre les deux
populations. On voit bien que mesurer 'effet global de la politique mise en oeuvre de
cette fagon est moins exigeant que la mesure de l’ensemble des parameétres structurels
sous-jacents. Seule la fagcon dont ils se combinent pour conduire au résultat final compte.
En pratique, on considére des politiques se traduisant par le fait que la population va
étre répartie dans différents états. On introduit ainsi une variable appelée variable de
traitement T prenant ses valeurs dans {0,1,..., M}. L’état T' = 0 correspondant au fait
de n’étre pas directement touché par la politique. On va s’intéresser principalement a la
situation dans laquelle il n’y a que deux états : T' € {0, 1} . Les évaluations auxquelles on
proceéde sont des évaluations ex post : elles concernent les politiques qui ont été déja mises
en oeuvre et ont déja produit leurs effets. Le but est de définir et de mesurer 'ampleur
de ces effets sur la base des information dont on dispose pour les individus traités et les
individus non traités. Cette approche est ainsi dite ”observationnelle” car ancrée dans
I’observation des effets d’une politique.

Exemple Stage de formation. La population va se décomposer en deux types dindividus :
ceux bénéficiant du stage T = 1,dits traités, et ceux n’en bénéficiant pas T = 0, dits non

traités. Il s’agit en fait du cas type qui a été largement étudié par Heckman (voir Heckman
Lalonde et Smith (1999))

Exemple Modification de certains paramétres de la législation. Certains individus ne
sont pas concernés par le changement de législation, d’autres le sont. Un exemple pourrait
étre le relévement du Smic : les individus dont la rémunération avant le relévement se
trouve entre l’ancien et le nouveau smic sont dits traités et ceux dont la rémunération
se trouve au dela du mouveau smic avant son relévement sont dits non traités. Abowd,
Kramarz et Margolis (1999) utilisent les augmentations successives du Smic depuis 1981
pour comparer chaque année les pertes d’emploi des salariés rattrapés par le Smic avec
celle des autres salariés.
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13.1 Le Modéle causal

On définit pour chaque individu deux outputs potentiels y; et yo. y1 est la variable
aléatoire caractérisant la situation de I'individu s’il bénéficie de la mesure, par exemple
s’il suit le stage de formation. gy, est la situation de 'individu lorsqu’il ne bénéficie pas de
la mesure par exemple s’il ne suit pas le stage.

Ces deux grandeurs existent pour chaque individu, qu’il bénéficie ou non de la mesure.
On définit l'effet causal comme étant :

A=y —1

Il s’agit donc de la différence entre la situation d’un individu lorsqu’il suit le stage avec
sa situation lorsqu’il ne le suit pas.

13.1.1 Choix de la variable d’intérét et choix de ’état de réfé-
rence

Le choix de la variable y est important. Lorsqu’il s’agit d’évaluer une politique il est
nécessaire de définir un critére. Concernant les stages de formation ce critére n’est pas
nécessairement évident. Il peut s’agir de la situation vis a vis de ’emploi, du salaire, de
la valeur d’un individu sur le marché du travail, du bien étre de I'individu... Chacune de
ces caractéristiques correspond & une valorisation différente du passage par un stage de
formation et qui représente aussi le point de vue de différents agents.

La définition de I’état de référence est aussi une question importante. On peut au
moins distinguer deux types de définitions pour I’état de référence :

— le traitement existe et on n’y participe pas .

— le traitement n’existe pas .

On pourrait définir un effet causal A = y; — 7o = (1 — yo) + (Yo — o) = A+ (yo — To) -
Le fait que yo puisse étre différent de 7, correspond a 'existence d’effets indirects. Le fait
qu’une mesure de politique économique soit prise peut affecter un individu méme s’il n’est
pas directement concerné par la mesure. Si on considére la situation dans laquelle deux
individus sont en concurrence pour un emploi et qu’il y a un stage disponible seulement,
on congoit que les deux grandeurs yo et 7, soient différentes, et qu'omettre les effets
indirects puisse conduire a une évaluation erronnée de la politique mise en oeuvre. Dans
le cas du relevement du smic examiné par Abowd Kramarz et Margolis, il est possible
que la situation des individus non concernés directement par le relévement du smic, c’est
a dire les individus dont la rémunération avant le relévement du smic est au dessus de la
nouvelle valeur soient affectés malgré tout par le relévement du smic. En effet ils ne sont
plus en concurrence avec ceux dont la rémunération était en dessous du nouveau smic.
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13.1.2 Parameétres d’intérét

On s’intéresse en général & deux types de parameétres :

~ ATT(2) = B (yy — [T = 1,)

- AP (2) = E (y1 — yoz)

Le premier parametre est ’effet moyen du traitement sur les individus de caractéris-
tiques x ayant bénéficié de la mesure (Average Treatment Effect). Le second parametre
est 'effet moyen du traitement sur les individus de caractéristiques = qu’ils aient ou non
bénéficié de la mesure (Treatment on the Treated). L’interprétation des ces deux para-
métres est différente. Le premier ne concerne que la mesure des gains pour les individus
ayant bénéficié du traitement alors que le second mesure l'effet du traitement s’il était
étendu a I’ensemble de la population. Ils ont toutes les chances d’étre différents puisque
vraisemblablement le gain que I'on retire du traitement conditionne la décision de parti-
cipation.

Ces parametres ne sont pas directement identifiés. Dans ’idéal on souhaiterait pouvoir
identifier la distribution jointe :

[ (yb Yo, T)

Ceci permettrait d’identifier la loi jointe de effet causal et du traitement [ (A,T), a la
source du calcul de nombreux parameétres présentant un intérét. On observe en effet un
individu soit s’il bénéficie du traitement soit s’il n’en bénéficie pas, mais jamais dans les
deux situations a la fois. Les observations sont ainsi :

{TE{LO}
y=Ty +(1—=T)yo

Les données ne permettent d’identifier que I (T') , [ (11 [T =1) =1 (y|T =1)etl(yo|T =0) =
[(y|T =0). On voit que c’est toujours insuffisant pour estimer n’importe lequel des

deux paramétres. En effet le premier paramétre s’écrit AYTE = E(y; —yo [T =1,2) =
EW|T=1,2)—FE (yo|T = 1,2), de telle sorte qu'il est nécessaire d’identifier E (yo [T = 1, z)
qui est inobservé. Le second parameétre nécessite I'identification non seulement de F (yo |T' = 1, )
mais aussi de F (y; [T =0,z).

Remarque Ces parameétres s’interprétent comme les gains de surplus liés a la mise en
oeuvre de la politique ou & son extension. Si on considére les trois outputs potentiels
pertinents : y1,yo et Yo, et les surplus Wy, W, W, associés respectivement aux situations
sans la politique, avec la politique telle qu’elle a été mise en oeuvre et lorsque la politique
est étendue. On calcule simplement les gains associés aur deux situations :

W—Wo=N(P(T=1)E (AT (2)|T=1)+E(y) - E @) — E(c|T=1))
Lorsque la politique est mise en oeuvre et que les individus y participent librement, et

Wr—Wy =N (E (AYE (2)) + E (yo) — E (%) — E (¢))
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Lorsque la politique est étendue a toute la population. On voit que le premier paramétre
est pertinent pour juger de l'efficacité de la politique telle qu’elle a été mise en oeuvre alors
que le second est pertinent pour juger de l’opportunité de son extension. On voit également
qu’une évaluation compléte doit aussi prendre en compte les effets indirects : la situation de
référence change par l’instauration méme du dispositif. De méme une évaluation compléte
doit aussi faire intervenir les codts du traitement. Les deux paramétres considérés, bien
que centraux n’apporte donc qu’une partie de linformation nécessaire & des évaluations
complétes. Enfin on remarque que pour la premiére situation, la probabilité de suivre le
traitement intervient aussi de fagon importante.

— Remarque Modélisation des outputs potentiels Une modélisation permet de mieux
comprendre la nature des paramétres ATT (x) et AATE (x) et leurs différences. On
modélise :

{ Y1 =0q + 208 +uy
Yo = g + 2 + ug

ot on fait Uhypothése que (uy,ug) Lx. Les coefficients B, et (3, sont des paramétres
susceptibles de recevoir une interprétation économique : ce sont des paramétres struc-
turels caractérisant le comportement des agents. Les deux paramétres sont alors :

AATE(x):E<yl—y0|95)2041—060+I(ﬁ1—/30)
et
A (@) =Ep —wle,T=1)=a —ag+z (8, = By) + E (ur —ug |z, T =1)

On voit que le premier paramétre ne fait intervenir que les variables observées et les
paramétres structurels et est donc de ce fait un paramétre standard de [’économétrie.
Il n'en est pas de méme en revanche du second parameétre qui fait intervenir les
caractéristiques inobservées uy et ug. Les deux parameétres ne sont identiques que
lorsqu’il y n’a pas d’hétérogénéité inobservable dans l’effet du traitement, soit uy =
ug ou lorsqu’une telle hétérogénéité existe mais n’est pas prise en compte par les
individus lors de la décision de participation au programme T 1 (u; — ug) |z = 1.

13.1.3 Biais de sélectivité

Definition L’estimateur naif est celui qui correspond a la comparaison de la situation
moyenne des individus ayant fait ['objet d’un traitement et celle de ceux m’en ayant pas
fait lobjet

C’est estimateur est trés populaire, largement répandu mais potentiellement biaisé.
En effet la situation moyenne des individus ne bénéficiant pas du traitement n’est pas
nécessairement la méme que celle qui est pertinente : la situation moyenne des individus
ayant bénéficié du traitement s’il n’en avait pas bénéficié.
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Proposition Pour que ’estimateur naif soit un estimateur convergent de T'T il faut que
Uaffectation au traitement soit indépendante de l'output potentiel yo. Pour qu’il soit un
estimateur convergent de ATE, il faut que ['affectation au traitement soit indépendante
des deux outputs potentiels yy et y;.

Démonstration

~

A" — A"=E(n|T=1)-E(y|T=0)
= EnT=1)—-E@[T=1)+E(y|T=1)—-E(y|T=0)
_ ATT | gIT
On voit qu’il apparait un biais de sélectivité : BTT = E (yo|T =1)— E (yo|T = 0). Il est

nul si yoLT. Pour AYTF on a

E@)=PT=1)EW[T=1)+0-P(T=1))E[T=0)

d’on
Ey|T=1)=E)+(1-PT=1)[En[T=1)-E@w|T=0)
de méme
E(y|T=0)=Ey0)—P(T=1)[E(p|[T=1)—-E(y|T =0)
d’on

Ax) = AP+ (1-P(T=1))[Ew|T=1)-EW|T=0)]+
PT=1)[E(y|T=1)—-E(y|T=0)]
_ AATE | pATE
Il est nécessaire d’avoir l'indépendance de T' et du couple d’output potentiels (y1,yo) condi-
tionnellement aux x.

Remarque On voit en outre que
B =B+ (1-P(T=1))[E@ ~w|T=1)~E @y —wl|l=0)

La deuzxiéme source de biais provient de [’hétérogénéité du traitement, alors que la premiére
source de biais provient du probléme classique d’endogénéité de la variable de traitement.

13.2 L’estimateur des Différences de Différences

Le cadre des régressions précédentes permet de présenter certains estimateurs stan-
dards trés fréquemment utilisés. Il s’agit de D'estimateur ” Avant-Aprés” ou ” Before-
After”, de lestimateur en coupe ” Cross section” et de I'estimateur par double différence
" Difference in difference”
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Les estimateurs Avant Apres et par Différence de différence font intervenir le temps.
On suppose donc que le traitement est mis en oeuvre a une date ty et que 1'on dispose
d’informations sur les individus en ¢t< t et en t > t pas nécessairement pour des individus
similaires.

13.2.1 Estimateur en coupe

L’estimateur en coupe est trés proche de celui que 'on pourrait déduire du modeéle de
régression précédent. Le modéle sous sa forme générale s’écrirait comme :

yr = oo+ 278, + T (on — ag + 2 (8) — By)) + oz + T (117 — toj)

vz

Les estimateurs standards en coupe ignorent I’hétérogénéité de l'effet du traitement.
L’équation précédente se réécrit donc :

yr=a+x;0+Tc+ uz

Dans ce cadre le biais est simplement lié au fait que I’'on n’a pas forcément F (uz |z, T) = 0.
Le biais a pour expression :

BCross — E(u;|x,T: 1) —E(u;|x,T:0)

La mise en oeuvre de cet estimateur ne nécessite que des informations en coupe sur une
période suivant le traitement. Une version encore plus simple de cet estimateur consiste
a négliger les variables de conditionnement. Dans ce cas I'estimateur est simplement

A Cross __ —T=1 —T=0
AT = T -

13.2.2 Estimateur Avant-Aprés

L’estimateur avant aprés est basé sur des informations sur des données temporelles
d’individus ayant fait I'objet du traitement. L’idée générale est que les informations dont
on dispose sur les individus avant le traitement permettent de reconstituer ce qu’aurait
été leur situation en I’absence de traitement. L’estimateur est défini comme la différence
des moyennes des individus traités aprés et avant le traitement. Dans sa forme la plus
simple son expression est donnée par :

NBA _ —T=1 —T=1
AP =7 — Y

Dans le cadre des régressions précédentes il s’écrirait & partir des régressions :

Yy = at+xB+ct+upour T =1
¥y = a+atf+wypour T =1
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Soit le modele de régression :

yp=a+zf+cl(t=1)+uyl(t=1%) +uwl(t=t) pour T =1

Il y a deux problémes principaux avec cet estimateur. Le premier probléme provient du
biais classique déja analysé. Le biais pour cet estimateur est donné par :

Bpa=E(uy|z,T=1)—E(w|z,T=1)

Supposons que le terme de perturbation soit la somme de deux éléments : u; = u + &
avec £; non corrélé dans le temps, alors le terme de biais précédent se réécrit :

E(ulz,T=1)—E(g|z,T=1)

= E(‘gf'va: 1)_E<€L|x7T: 1)

Si la décision de participation dépend de la chronique des éléments inobservés alors ce
terme est non nul. En particulier on a observé que la participation & des programme de
formation aux Etats-Unis était en général associée a une baisse des revenus passés, c’est
a dire a des éléments ¢, faibles.

Le second terme de biais est encore plus radical. Supposons qu’en ’absence de politique
le modele s’écrive

Y = ¢ + T8+

Le «; représente par exemple des chocs macroéconomiques. Alors le modéle précédent se
réécrit :

p=ag+zfB+(ctag—o)1(t=1) + {ugl (t=1) +ul(t=1)} pour T =1

Il est impossible de séparer 'effet du traitement de I’effet de chocs macroéconomiques.

Remarquons que si le traitement s’adresse a des individus qui sont repérables ex ante :
T = {z € Z}, alors 'estimateur précédent ne nécessite pas de données temporelles. Seules
des coupes successives pour les individus tels que {z € Z} sont nécessaires.

13.2.3 Estimateur par différence de différence.

Cet estimateur combine les deux estimateurs précédents. Il correspond & la situation
dans laquelle le traitement correspond & la réalisation a partir d'une date donné d’un
certain nombre de conditions d’éligibilité qui sont observables. On peut donc définir une
variable T' correspondant aux conditions d’éligibilité, sur des observations temporelles.
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Elle ne correspond au traitement que pour ¢ = t postérieur a la date de traitement.
Dans le cadre du modéle de régression précédent, il correspond & la situation dans la-
quelle on introduit une indicatrice correspondant & la date, une indicatrice correspondant
aux conditions d’éligibilité et le produit croisé indicatrice temporelle post et conditions
d’éligibilité :

Yy = 0+ . + 75l (t:f) +'yTT—|—'yg7TT1(t=Z) + vy
Proposition Lorsque le biais d’une estimation en coupe est constant dans le temps ce
qui est équivalent au fait que le biais avant-aprés soit le méme pour les éligibles et les
non éligibles, la régression introduisant comme variables une indicatrice temporelle post,
une indicatrice pour les conditions d’éligibilité et le produit de ces deux variables permet
d’estimer [’effet du traitement.

Démonstration On peut examiner a quoi correspondent ces différents termes dans le
cadre du modéle précédent :

Yy = 2B+ oy + T+
On a
E(y|e, t,T) =28+ oy + T + E(ug |24, 8,T) = 28+ oy + T+ E (ug [t,T)

On introduit myr = E (v |t,T), on a

E(ult,T) = myT1(t=7)+myo(1-T)1(t=%) +myu;TL({t=1t)+mo(1—T)1(t =¢)
= myol (t=1) + myol (t=1) + (mgy —myg) T1(t =1) + (my1 — myu) T1(t =1)
= myo+ (m%,o — m;,o) 1 (t = Z) + (my1 —myo) T

+ [(mgy — mygg) — (my1 —myo)| T1(t =)

On voit donc que les coefficients de la régression s’écrivent :

Te = Myo
v o= (mge—my 0) Bpa (T =0)
vp = (mg — myg) = B (7)
vir = [(miy —mig) — (myy — myo)] = BEO (F) — BOross (¢)

Yir = [(mg—my 1) (mzo —myo)] = Bpa (T'=1) — Bpa (T =0)

L’estimateur par différence de différence résout donc directement le probléeme précédent
dinstabilité du modéle sous-jacent.

On en conclut que la régression en incluant une indicatrice correspondant au traite-
ment, capture le biais de sélectivité de la coupe, en incluant une indicatrice temporelle
capture le biais de l’estimation Before After, et qu’en introduisant le produit croisé condi-
tion d’éligibilité x indicatrice post elle va estimer le coefficient A + BCTosst — BCrosst —
A + BBAT=1 _ BBAT=0" ¢ biais est donc nul dans le cas de Uestimateur par différence
de différence lorsque BETos5t — BCTosst — () oy encore si BBAT=1 — BBAT=0,
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Si on reprend la modélisation simple des perturbations présentées pour ’estimateur
Avant Apreés : u; = u + ¢; La différence des termes de biais s’écrit :

BBAT=L _ BBAT=0 — ([ (g|2, T =1) — E (|2, T = 1)} —
{E(e7]x, T=0) = E (e |z, T=0)}

On voit que si la participation au traitement est conditionnée par des chocs négatifs sur
la variable d’output, alors ce terme n’est pas nul.

On appelle cet estimateur différence de différence car dans le cas ou il n’y a pas de
variables explicatives il s’écrit simplement. Il nécessite aussi en général des informations
longitudinales sur les individus traités et non traités. Dans sa forme la plus simple cet
estimateur s’écrit simplement

ADD _ (y—?T:I _ y—LT:I) _ (y—{T:O _ y—LT:O)
_ ABA,T:l B ABA,Tzo
_ (y—{Tzl _ y—{T:O) _ (y—LTzl _ y—LT:O)

ACross,z o ACTOSS,L

13.2.4 Exemple : La Contribution Delalande

La contribution Delalande est une taxe sur le licenciement des travailleurs agés. Elle
a été créée en 1987 a l'instigation du député Delalande. Dans le schéma initial, le licen-
ciement d’un salarié de plus de 50 ans conduisait a une taxe correspondant a 3 mois de
salaire. Ce schéma initial a été profondément modifié & deux reprises, une fois en 1992 et
une fois en 1998. Le schéma final est particulierement désincitatif puis qu’il conduit & une
taxe correspondant & un an de salaire pour les salariés de plus de 56 ans. dés 1992 I’4ge
seuil d’entrée dans le dispositif a été abaissé a 50 ans. Ce type de politique est susceptible
d’avoir deux effets, 'un direct et I'autre indirect. L’effet direct correspond au fait que le
licenciement des travailleurs 4gés deviennent moins attractif et donc se réduise. L’effet
indirect correspond au fait que ce type de politique est susceptible de rendre I’embauche
de salariés moins attractive et donc réduise les embauches. A ce titre la modification du
dispositif Delalande en 1992 introduisait une spécificité qui permet de mesurer ’ampleur
de ce phénomeéne. A partir de 1992 les employeurs embauchant un salarié de plus de 50 ans
ne sont plus redevable de la contribution Delalande en cas de licenciement de ce salarié.
Une fagon naturelle d’étudier 'effet désincitatif de la contribution Delalande consiste donc
a comparer les taux d’embauche de salariés de plus de 50 ans et de moins de 50 ans autour
de 1992. L’idée est que le renforcement important du dispositif en 1992 a conduit réduire
les embauches de salariés de moins de 50 ans. Dans la mesure ou les demandeurs d’emploi
de plus de 50 ans ont été exclus de ce dispositif, on ne doit pas observer de dégradation
similaire de ’embauche de chomeurs de plus de 50 ans. On peut donc examiner 'effet de
la contribution Delalande de différentes fagons :
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Sans contr6les Avec contrbles
48-51 ans 46-53 ans 44-55 ans 48-51 ans 46-53 ans 44-55 ans

Avant 1992, <50 ans 20,0 20,3 19,7 19,4 20,0 18,8

2,9 1,7 1,3 2,8 1,7 1.2
Avant 1992, >50 ans 20,5 14,9 13,7 19,1 14,5 13,9

2.9 1.4 1,0 2,7 14 1,0
Aprés 1992, <50 ans 14,3 14,6 14,9 14,6 14,7 14,8

1,7 1,0 0,8 1,7 1,0 0,8
Aprés 1992, >50 ans 14,6 15,2 13,0 15,3 15,5 13,4

1,8 1,1 0,8 1,8 1,1 0,8
Avant 1992, différence - -0,5 5,4 6,0 0,3 55 4,9
50/+50 41 2,2 1,6 3,9 2,1 1,6
Apres 1992, différence - -0,3 -0,7 2,0 -0,6 -0,8 1,4
50/+50 2,5 15 1,1 2,5 1,5 1,1
Différence de différence 02 6.1 41 0.9 -6.3 -3,5

47 2,7 2,0 4.6 2,6 1,9
Nombre d'observations 1211 3661 6179 1211 3661 6179

TAB. 13.1 — Contribution Delalande - Estimation de 'effet indirect par la méthode des
différences de différences

— Avant apres : Comparaison de la variation du taux d’embauche des moins de 50 ans
entre avant et apres 1992
— En coupe : Comparaison des taux d’embauche des moins de 50 ans et des plus de
50 ans apres 1992
— En Différence de Différence : Comparaison de la variation du taux d’embauche des
moins de 50 ans et des plus de 50 ans avant et apres 1992
On peut examiner cette question a partir des transitions Chomage-Emploi. L’Enquéte
Emploi fournit les informations nécessaires. Dans 1’idéal on souhaiterait comparer les
taux d’embauche de chomeurs de juste moins de 50 ans et de juste plus de 50 ans. En
pratique ceci n’est pas possible car il n’y a pas suffisamment d’observations de ce type
dans I’enquéte emploi. On est amené a considérer des fenétres plus larges. On parvient
aux résultats reportés dans le tableaux 13.1

Le tableau se présente en deux parties droite et gauche. La partie droite reporte
les résultats portant sur des comparaisons brutes, celle de gauche ceux obtenus lorsque
I’on corrige des caractéristiques inobservables des agents. Chaque partie comprend trois
colonnes correspondant aux différentes fenétres considérées : étroite, moyenne, large. Les
quatre premiéres lignes présentent les taux de retour a ’emploi en CDI pour les moins de
50 ans et pour les plus de cinquante ans avant 1992, puis aprées 1992.

On constate que le taux annuel de retour & 'emploi des hommes de 48 ans, avant
1992, était de 20% en moyenne, quantité estimée de fagon peu précise comme en témoigne
I'écart-type (2,9%). Le taux de retour a 'emploi des plus de cinquante ans s’éléve alors a
20,5% et est lui aussi peu précisément estimé. Cette imprécision tient largement a la taille
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de I'échantillon mobilisé (1 211 individus-années). Introduire des variables de controle ne
change les ordres de grandeur ni des parameétres, ni des écarts-type. C’est cette imprécision
qui motive le choix de fenétres plus larges. Ceci conduit & introduire des individus moins
directement représentatifs de la comparaison effectuée mais permet d’obtenir des écarts-
type plus réduits. L’élargissement conduit au résultat attendu : les taux bruts ou nets
estimés sont beaucoup plus précis

Les cinquiémes et sixiémes lignes présentent les différences entre les taux de retour &
I’emploi des plus et des moins de 50 ans, avant et aprés 1992. Avant 1992, le taux de retour
a 'emploi des moins de 50 ans est généralement plus élevé que celui des plus de 50 ans
(différence de 5,4 points pour la fenétre 46-53 ans). On constate que les écarts-type sont
beaucoup plus importants que pour les estimations des taux eux-mémes, ce qui provient du
fait que (pour les taux bruts) les estimateurs sont indépendants et que de ce fait la variance
de leur différence est la somme des variances. L’imprécision est trés sensible pour la fenétre
étroite si bien que la différence entre les taux n’est pas statistiquement significative. Dans
les échantillons plus larges (pour les deux autres fenétres), on voit apparaitre un écart
positif et significatif entre les taux de retour a 'emploi des plus et moins de 50 ans, avant
1992. Ce résultat n’est pas totalement satisfaisant, dans la mesure ou le choix des fenétres
d’observation était motivé par le fait que les deux catégories d’individus devaient étre tres
proches. Les différences de taux de retour a I’emploi s’inversent ou s’atténuent apres 1992,
et restent plus sensibles au choix de la fenétre.

La derniére ligne du tableau présente les résultats en différence de différence, c’est-a-
dire compare la fagon dont les écarts de taux de retour & ’emploi des plus et des moins de
50 ans ont évolué entre les périodes antérieures et postérieures & 1992. La fenétre de 46-53
ans est un bon compromis entre taille et comparabilité des échantillons. Selon cet estima-
teur, le taux relatif de retour & I'emploi se serait dégradé pour les moins de 50 ans de 6,1
points (6,3 points apres controle des effets de structure). Cet effet est statistiquement dif-
férent de 0, et il est d’'une ampleur conséquente. Il convient néanmoins de noter que 'effet
n’apparait pas sur une petite fenétre d’age, peut-étre en raison d’échantillons trop petits
(les écarts-type sont plus élevés), et apparait atténué et a la limite de la significativité si
on considere la fenétre d’ages élargie.

13.3 Indépendance conditionnelles & des observables

13.3.1 Identification sous I’hypothése d’indépendance condition-
nelles & des observables

L’effet moyen du traitement pour les individus de caractéristiques x n’est pas iden-
tifié sans hypotheéses sur la loi jointe des outputs potentiels et du traitement condi-
tionnellement & x. En effet, pour estimer l’effet moyen du traitement sur les traités
E (1 —yo|z, T =1),il est nécessaire d’identifier F (yo|z,T = 1) alors que les données
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ne permettent d’identifier que E (yo |z, =0) = E (y |z,T = 0). De méme pour identi-
fier l'effet du traitement dans la population, il est nécessaire d’identifier F (yo |z,7 = 1) et
également F (y; |z, T = 0), alors que concernant y, seul £ (y; |z, T =1) = E(y|z, T =1)
est identifiable.

Un premier ensemble d’hypothéses identifiantes consiste & faire I’hypothése que ces
quantités sont égales :

Definition On dit qu’il y a indépendance forte conditionnellement a des observables s’il
existe un ensemble de variables observables x tel que :

Ly, yo |T,2) =1y, |T)

On dit qu’il y a indépendance faible conditionnellement o des observables s’il existe un
ensemble de variables observables T tel que :

Ly IT, ) = 1(yo|7)

Proposition L’hypothéses d’indépendance faible est suffisante pour identifier le para-
meétre ATT | en revanche, pour identifier le paramétre AATF il est nécessaire d’avoir recours
a Uhypotheése d’indépendance forte.

Proposition FEn effet dans ces conditions, 1 (yo|Z) = l(yo|T,7) = I (yo|T =0,2) =
[(y|T =0,2) la densité de 'output potentiel est identifiée et on peut donc estimer E (yo |2,T =1) =
E(ylz,T=0)

Pour comprendre la signification de cette hypothése, on peut revenir a la modélisation
des outputs précédentes :

y1=oq + 20, +uy
Yo = g + xBy + uo

On a pour gy, par exemple :

E(?JO |T7‘,I:) :Oéo+$ﬂ0+E(U0|T,I’> ZQO<I7T>

si 1l existe une source de variabilité commune a ug et T conditionnellement & x alors on aura
E(y|T =1,2) # E(yo|T = 0,2) . Si néanmoins on est capable d’étendre ’ensemble des
variables observables en = de telles sorte que I'on puisse épuiser les sources de variabilité
commune entre ug et 1" alors on aura

E(y|T,2) = ao + 20y + E (uo |T,7) = go ()

L’hypothése d’indépendance conditionnellement a des observables consiste a supposer
que 'on est capable de controler pour ces sources de variabilité. Remarquons qu’alors
la fonction go (7) ne regoit plus d’interprétation économique alors que cela pouvait étre
le cas pour ap + z3,. Dans cette approche on accepte de perdre des informations sur le



256 CHAPITRE 13. EVALUATION

comportement des individus : on ne peut plus distinguer 'effet spécifique de x sur gy, de
son effet transitant par E (ug |7). Le point important est qu’a ce prix, il est possible de
construire pour chaque individu traité de caractéristique T un contrefactuel, c’est a dire
une estimation de ce qu’aurait pu étre sa situation en ’absence de traitement, par le biais

de go (7).

13.3.2 Le score de propension (propensity score)

La dimension de ’ensemble des variables de controle a introduire pour assurer l'in-
dépendance entre le traitement et les outputs potentiels est souvent élevé, ce qui peut
conduire & des complications importantes, notamment pour la mise en oeuvre de version
semi paramétrique des estimateurs. Rubin et Rosenbaum (1983) ont montré un résultat
important permettant de nombreuses simplifications pratiques :

Proposition S’il y a indépendance conditionnellement a des observable, alors il y a
indépendance conditionnellement au score : P (T; = 1|z;) :

Démonstration On note s =P (T =1|7)
P(T=1|s,y0) = /P(T:1\§,y0)l(f|s,y0)dx:/P(T:1]§)l(§\s,y0)dfﬁ

= /sl(ﬂs,yo)dizs

De méme, P(T =1|s)=s
On a donc : P(T =1|s,y0) =P (T =1|s)

Ainsi le probléme de la dimension peut étre résolu de fagon drastique : il est seulement
nécessaire de conditionner par une unique variable quelque soit la dimension de I’ensemble
initialement introduit.

Ainsi une étape initiale de toute évaluation consiste en une régression expliquant
laffectation au traitement. Elle est faite par exemple en utilisant un modele Logit.

Remarque Si s est un ensemble d’information plus large que s, par exemple s =
{s,9 (%)}, le résultat demeure : P(T =1|s,y0) = P(T =1|s). un tel ensemble d’in-
formation est appelé “balancing score”. La propriété de Rosenbaum et Rubin est en
toute généralité que lorsqu’il y a indépendance conditionnelle o des observables, il y a
ausst idépendance conditionnellement a n’importe quel balancing score.

13.3.3 Meéthodes d’estimation

Il y a principalement trois méthodes d’estimation. Une basée sur des régressions, une
basée sur des appariements entre individus traité et individus non traités et une basée sur
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des pondérations. Toutes ces méthodes mettent I'accent sur I’hétérogénéité de l'effet du
traitement au sein de la population.

Les deux premiéres estimations ont des caractéristiques communes. Pour chaque indi-
vidu traité de caractéristique x; on cherche un estimateur de ce qu’aurait pu étre sa si-
tuation en ’absence de traitement, i.e E (yo |T' = 1,z = x;) . La propriété d’indépendance
permet d’écrire E (yo|T =1,z =x;) = E(yo|T =0,z =x;) = E(y|T =0, = x;) . Les
procédures d’estimation consiste a estimer de fagon aussi peu restrictive que possible la
fonction E (y|T' = 0,z = z;). L’estimateur calculé in fine est alors défini par

N 1 .
EAT=1x€X)= Z yi— E(y|T =0,z =ux;)

LX i1 zexy
La fonction E (y [T = 0,2 = x;) peut étre estimée de différente fagon correspondant aux
approche par régression ou par appariement.
Régression :

Une premiere fagon d’estimer 'effet du traitement consiste a procéder a la régression
de la variable d’output observée sur le traitement et les variables de controle.

Proposition Dans la régression
E(y|T,z) =h(z)+Tg(x)

T
La propriété d’indépendance faible E (yo |T,z) = E (yo|x) permet d’identifier g (z) =
E(y1 — v |T =1,7). On peut estimer AT = E(g(x)|T = 1) a partir d’une estimation

convergente de g comme

N 1 R
AT = — N "g(z)

T,=1
La propriété d’indépendance forte E (yo |T,x) = E (yo|z) et E(y1 |T,x) = E (31 |x) per-
met d’identifier g(x) = E(y1 —yo|T =1,2) = E(y1 —yo|T =1,2). On peut estimer
ATT = E (g (z)|T = 1) a partir d’une estimation convergente de g comme précédemment

etAATE = F (g (x))
AATE _ %Zg(%)
Démonstration Commey=yo(1—T)+wnT =yo+T (y1 — ), on a :
E(|T,z)=E(y|T,z2)+TE (1 —yo|T,x) = E(yo [T, 2) + TE (y1 —yo [T = 1, 7)
Comme E (yo |T,x) = E (yo |x), on a donc
E(|T,z)=E(lz) +TE @y —wl|T =1,z)

et on a bien g(x) = E(y1 —y |T =1,x)
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Une estimation non paramétrique de y sur la variable de traitement et les variables
de conditionnement permet donc en présence de la seule hypothése yo LT |z d’identifier le
parameétre ATT (z). En pratique : si la propriété d’indépendance est vraie, elle est aussi
vraie pour le score (propriété de Rosenbaum et Rubin) Les régressions peuvent donc étre
basées sur le score et non sur I’ensemble des variables explicatives. On peut en pratique
procéder aux régressions suivantes sur les populations séparées :

y = Za}fj(3)+wl pour T =1

J
y = Daffi(s)+u’  pour T=0

ou s est le score. Pour l'effet du traitement sur les traités, on estime alors :

(A ’T = 1 Zylz Za fj S,

Tz_l

ou aussi :

E(AT=1)= ZZa—a fi (s4)

=1j5=1
Le deuxiéme estimateur est un peu moins précis puisqu’il incorpore la variance du résidu
mais il évite d’avoir a spécifier et estimer I’équation d’output pour les individus traités.

Remarque L’ intérét de cette méthode est qu’elle apparait comme un prolongement na-
turel de la régression a variables de controle y = xb+ AT + u.

Appariement

Pour chaque individu traité i, ayant des caractéristiques x;, on cherche un individu non

traité j (¢ ( ) ayant les mémes caractéristiques observables, i.e j ( ) €{j|T; =0,2; =2;}.On

estime alors Veffet du traitement pour Iindividu i par A; = y; — Vi) On compare ainsi
I'output de I'individu considéré et 'output d’un individu non traité ayant les mémes ca-
ractéristiques observables. Le terme d’appariement provient de I'idée que chaque individu
traité est apparié avec son jumeau non traité.

La quantité y; @) est un estimateur (non paramétrique) de

ET=0z=2;)=E(y|T=0,z=z;))=E(ylr=a;) =E(y|T =1,2 =z3)
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L’estimateur calculé finalement est obtenu en prenant la moyenne de la quantité c¢; =
Yi ~ Y;(5) sur la population traitée & laquelle on s’intéresse :

~ 1
E(AIT=1)= FlZyi — Yi()
T;,=1

En pratique il n’est pas toujours possible de trouver pour chaque individu traité, un
individu non traité ayant les mémes caractéristiques que l'individu traité considéré. On

soit minimal, pour X
)
une métrique donnée. Une métrique naturelle dans ce cas est la métrique de Mahalanobis

Y=V (x)-".

Néanmoins la qualité de cet appariement peut étre mauvaise en pratique : pour certains
individus traités, il n’existe pas d’individu proche non traité notamment dans le cas ot il y
a un grand nombre de variables de conditionnement. La propriété de Rosenbaum et Rubin
simplifie beaucoup 'appariement dans ce cas. En effet cette propriété permet de procéder
a des appariements sur la base du seul résumé des variables de conditionnement que
constitue le score. On peut ainsi apparier des individus dont les caractéristiques peuvent
étre tres éloignées, mais qui ont des scores proches.

Ceci constitue le principe de 'appariement tel qu’il a été développé par les statisticiens.
De nombreuses questions restent néanmoins non résolues : doit on faire ’appariement avec
ou sans rejet 7 Un individu non traité une fois apparié doit-il étre évincé de I’ensemble des
individus susceptibles d’étre appariés avec les individus non traités restants. Si on choisit
qu’'un individu ne peut étre apparié qu’une seule fois alors la qualité de 'appariement se
dégradera progressivement. La question est alors de savoir par o commencer. De méme,
si on dispose d’un échantillon d’individu non traité trés vaste, ne peut on pas tirer partie
des individus qui in fine n’auront pas été appariés. Enfin, ce principe d’appariement tel
qu’il est exprimé ne permet pas de préciser le comportement asymptotique de 1’estimateur
proposé.

peut alors choisir I'individu apparié de telle sorte que Hx; — )

Extension Kernel matching estimator Les méthodes d’appariement se généralisent
directement des lors que 1'on interpréte Y;(7) comme un estimateur non paramétrique de

E(yo|T =0,z = x7) . Différents autres types d’estimateurs non paramétriques peuvent
étre envisagés. Ils consistent tous & remplacer Y;(7) Par une moyenne pondérée des obser-

vations de I’échantillon de controle :

E\<y0 |T = 1737 = :U{) = ZwN <’7j7]> yj
T;=0

On peut ainsi considérer une moyenne pondérée d’un nombre donné n, & choisir, de voisins
les plus proches. n nearest neighbours. L’estimateur proposé par Rubin est en fait celui
du voisin le plus proche. Considérer un nombre plus important de voisins affecte 'erreur



260 CHAPITRE 13. EVALUATION

quadratique moyenne de I’estimateur, elle méme somme du carré du biais et de la variance
de l'estimateur. Lorsque le nombre d’individus considéré augmente le biais augmente : on
prend en compte des individus dont les caractéristiques sont plus éloignées que celle de
I'individu traité. En revanche la variance baisse car on prend la moyenne sur un ensemble
plus important d’individus. On peut montrer que le nombre optimal d’individus a prendre
en compte croit avec la taille de I’échantillon.

L’estimateur proposé par Heckmann Ichimura and Todd (1998) est un estimateur a
noyau de la quantité E (yo [T =1,z = z3).

~ ZKh( — Y Ky (z; — x7)
E(y0|T:1,m:x;)— ZKh p— ZZKh]x]—xA)J_ZwN(j’>

dans cette expression K}, (z) = %K (%) ou K est un noyau et h un paramétre appelé la
fenétre. Le noyau est une fonction maximale en zéro, positive en zéro, symétrique autour
de zéro et d’intégrale unitaire (cette condition ne joue pas de role dans le cas de I’estima-
tion d’une fonction de régression). Il existe de multiples exemples de noyau, par exemple
le noyau uniforme valant 0.5 sur [—1,1], Dans ce cas 'estimateur non paramétrique cor-
respondant consiste simplement & prendre la moyenne des observations pour des individus
dont les caractéristiques se situent dans l'intervalle [z — hy,z + hy]. Un autre exemple
correspond & ¢ (z) la densité de la loi normale. Ce noyau présente I'avantage d’avoir R
pour support Un noyau fréquemment choisi en pratique dans le cas unidimensionnel est
le noyau quartique : K (z) = 12 (1 — 2 1{|z| <1}

Dans les expressions précédentes, h est la fenétre. Plus elle est faible, moins on prend
en compte les observations s’éloignant de x;. Dans ce cas I'estimateur sera trés peu précis
mais le biais sera en revanche faible. A l'inverse, lorsque la fenétre s’élargit ’estimateur
considéré devient plus précis autour de sa valeur limite, mais cette valeur limite tend
elle méme & s’écarter de la quantité que I'on cherche a estimer. Le choix de la fenétre
est tel qu’il minimise l'erreur quadratique moyenne, somme du carré du biais et de la
variance de ’estimateur. On peut montrer que lorsque elle est choisie comme une fonction
croissante de la dispersion des variables z et décroissante du nombre d’individu. Un choix
possible pour la fenétre est dans le cas unidimensionnel : h (N) = o, /N'°. En général
les estimateurs non paramétriques ont une vitesse de convergence plus faible que les
estimateurs paramétriques. Ici le rythme de convergence est en v/ Nh soit une vitesse de
convergence en N 3

Finalement l’estimateur de l'effet moyen du traitement sur les traités est estimé par :

EAIT=1)= — > v D> wn i)y,
N{T 1}

{Ti=1}
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Bien que basé sur des estimateurs non paramétriques qui donc convergent lentement,
Heckman Ichimura et Todd ont montré que la vitesse de convergence de cet estimateur
est en v/N. Ceci tient au fait que l'estimateur final est une moyenne d’estimateurs non
paramétriques. Il est dit semi -paramétrique. L’expression de la variance de cet estima-
teur est complexe et son estimation a partir de sa formule littérale nécessite 1a aussi le
calcul d’intermédiaires non paramétrique. En pratique, on détermine la variance de cet
estimateur par bootstrap. Ceci consiste & tirer avec remise un grand nombre d’échan-
tillons aléatoires dans la population, et & appliquer sur chacun de ces échantillons toute
la procédure d’estimation. La distribution des estimateurs que 1’on obtient in fine est la
distribution exacte de I'estimateur. On peut I'utiliser pour déterminer les écarts-type ou
les intervalles de confiance.

La aussi la propriété de Rubin est trés importante. En effet elle autorise & procé-
der a la régression non paramétrique sur la seule variable que constitue le score s (z).
On est ainsi amené a calculer pour chaque individu : E (yo [T = 1, s (2) = s (x3)) et non
plus E (Yo |T =1,z = x7) . Cette simplification ne remet pas en cause la validité de I’es-
timateur alternatif basé sur I'appariement sur chacune des caractéristiques. La vitesse
de convergence n’est pas plus élevée avec I'un qu’avec I'autre estimateur. Néanmoins le
nombre d’observations nécessaires pour que ce comportement asymptotique soit obtenu
est vraisemblablement plus faible avec ’appariement sur le score. Cet estimateur apparait
plus fiable a ce titre.

Remarque : Les résultats précédents peuvent étre appliqués en sens inverse pour appa-
riés chaque individu non traité avec un (des) individus traités. On estime alors E (A|T =0,z € X ).
On peut donc par appariement estimer [’effet moyen du traitement.

Pondérations

Une derniére méthode d’estimation est basée sur des pondérations.

Proposition Sous l’hypothése d’indépendance faible conditionnelle aux observables, I’ef-
fet moyen du traitement vérifie la relation

E()=FE (y (Pfx) B (1(1;2‘))»

Sous Uhypothése d’indépendance faible conditionnelle aux observables, I’effet du traitement
sur les traités vérifie la relation

E(c|T=1)=F <ypé;(i)1) (P{x) a (1(1—;2))»

Démonstration FEn effet, les propriétés d’indépendance conditionnelles permettent d’iden-
tifier trés simplement les espérances des outputs potentiels.

y LT e = E(ypl (T = k) |z) = E(yi |2) E((L(T' = k)) |2) = E (yx |2) P (T =k |z)
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On a donc :

E(yxlz) = E (yk% Ix>

D’ou la premiére relation. Par ailleurs on a

E(yT|z) = P(@)Ey|T=12)=P(z)Eyl|T= 1,;6)3(11_;]32) |‘T>

_ E(P(@E@ow:lw)%u)
Dot
E(yT) = E(w|T=1)P(T=1) =E(P<x>E<yo T Lx)i)

Comme E (yo|T =1,2) = E(yo|T =0, 2)

Epo|T=1) = E(P(x)E(y0|T:1,x)11_;2)>/P<T:1)
= E( y0|T—O,x)11_;j(;)>/P(T=1)
= E(E( ;1(;)|T:O,x))/P(T:1)
- E(P ))/P(Tzl)

13.3.4 Vraisemblance de I’hypothése d’indépendance condition-
nelle 4 des observables.

Plusieurs questions se posent concernant la méthode par appariement. La premiere

concerne de savoir s’il est raisonnable de faire ’hypotheése d’indépendance conditionnelle

a des observables. La deuxiéme est comment choisir en pratique les variables de condi-

tionnement ? Faut-il retenir toute I'information a disposition? On présente d’abord un
résultat permettant de répondre en partie a ces questions :

Proposition z; 1z, |wy, wy et wolzs|wy = 21 L 29 |wy

Démonstration FEn effet :
{ (Zl, Z9 |w1) = /l (21, z9 |w1, ZUQ) { (UJQ |w1)dw2
en outre : 1 (z1, 23 |wy,we) =1 (21 |wy,we) L (22 |wy,we) =1 (21 |wy,we) (22 |wy), dot :

[(z1,20|wy) = /1(21]wl,wg)l(z’g|w1)l(w2|w1)dw2:l(zQ]wl) (21 |wy,ws) (we |wy ) dws

= l(z2|w1)l (21 |wy)
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Prise en compte d’effets individuels : I’apport de données temporelles

L’hypothése d’indépendance conditionnelle & des observables a en fait peu de chance
d’étre satisfaite dés lors que les variables sont en niveau. Il y a en effet une hétérogénéité
trés forte dans les situations individuelles. Il est peu vraisemblable que 1'on puisse par
adjonction de variable de controle épuiser toute la partie de cette hétérogénéité qui est
prise en compte dans la décision de participation. La majeur partie de cette hétérogénéité
correspond a la présence de caractéristiques inobservées permanentes dans le temps sem-
blable & un effet individuel. Les résultats dont on dispose en économétrie des données de
panel montrent bien que premiérement, les effets individuels ont une trées forte variance,
méme dans les modeéles dans lesquels on a cherché a introduire de nombreux controles et
que deuxiémement ’hypothése d’indépendance entre les variables explicatives et les effets
individuels est trés fréquemment rejetée. Une hypothése plus vraisemblable consisterait a
introduire dans les variables de conditionnement un terme d’hétérogénéité constant dans
le temps :

Hrporte Yo, 1 LT |z, u
HFaible : ?JOJ—T’%U

Prendre en compte cette hétérogénéité dans le cadre précédent n’est pas directement
possible justement parce qu’elle est inobservable.

Néanmoins, & l'instar de ce qui est effectué dans le cadre de I’économétrie des données
de panel, elle peut étre éliminée par différentiation. Plus précisément, prenant par exemple
le cas de 'indépendance faible, on a la proposition suivante qui découle directement de la
proposition précédente :

Proposition Dans le cas ot il existe un élément inobservé u tel que la condition
YoLT |z, u

est vérifiée. Si :
1. Il existe des observations disponibles yP de l’output antérieures au traitement
2. yo — yPLT |z,u , ce qui est vrai dés lors que y? € {x} dans la condition yo LT |x,u
3 yo —yPlulz,

alors la condition d’indépendance,
Yo — yP LT |x

est vérifiée
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On voit que dans ce cas 'effet individuel peut étre éliminé par différentiation et on
retrouve une propriété d’indépendance conditionnelle & des observables. En pratique, ceci
revient & introduire les variables passées de I'output dans la liste des variables de condi-
tionnement et & considérer comme variable d’output non les outputs eux mémes, mais
leur évolutions. Notant Ay; = y1 — y? et Ayy = yo — yP, on estime

E(Ay — Ay T=1L2)=E((p1 —9") —(w—v)|T=1z)=E(@y —w|l=1,1)

qui est donc bien le parameétre cherché.

Sélection des observables

On peut étre tenté de considérer un grand nombre de variables de conditionnement.
Ceci n’est pas nécessairement une bonne propriété comme on le verra et il vaut mieux cher-
cher I’ensemble de variables de conditionnement le plus petit possible tel que la condition
d’indépendance soit satisfaite.

Proposition Supposons
Yo, y1LT |21, 72

Si seule une partie de ces variables affecte la variable de traitement :
TJ_ZL’Q |(E1

Alors on a
Yo, Y1LT |$1

La liste des variables de conditionnement peut étre amputée de toutes les variables qui
n’affectent pas la variable de traitement, ce qui peut étre aisément testé sur les données.

Probléme de support

La question du support des distributions du score conditionnellement au traitement
est essentielle dans ce type d’analyse. Son importance a été soulignée par Heckman et
al. (1998) qui ont montré qu’elle constitue une source forte de biais dans l'estimation de
leffet causal du traitement.

Dans les méthodes d’estimation par appariement ou par régression, il est nécessaire
de pouvoir construire pour chaque individu traité un contrefactuel a partir des individus
non traités, c’est-a-dire de pouvoir estimer E (y|s,7 = 0) pour déterminer 'effet causal
du traitement sur la population des individus traités. En outre, il est nécessaire d’estimer
E (yl|s,T = 1) dés qu’on s’intéresse a l'effet causal du traitement dans la population totale.

Une estimation non paramétrique de cette quantité, donc sans restriction sur la forme
qu’elle prend, impose que 'on dispose pour un individu traité de score s d’individus non
traités ayant des valeurs du score proche de s. Dit d’une autre maniére, la densité du
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score pour les individus non traités ne doit pas étre nulles pour les valeurs du score des
individus traités considérés. On ne peut donc construire de contrefactuel que pour les
individus dont le score appartient a l’intersection des supports de la distribution du score
des individus traités et des individus non traités.

Ceci conduit & la conclusion que méme sous ’hypothése d’indépendance condition-
nelle & des observables, on ne peut pas systématiquement estimer £ (A) ou E(A|T' =1)
dans la mesure ou E (A|s) ne peut étre estimé que pour les individus dont le score
appartient au support commun de la distribution du score pour les individus traités et
non traités. L’estimateur obtenu in fine est alors un estimateur local : E (c|s € Sn) ou
E(c|s € S, T =1), avec Sn le support commun défini par S = Sr—; N Sr—o avec Sr—;
le support de la distribution du score des individus traités et Sr—q celui des individus non
traités.

f(s) f(s)

f(s|T=0)
Support commun

f(s|T=1)

v

0 1 0

Cette condition du support a une autre implication : le modeéle servant & la construction
du score, c’est & dire expliquant le traitement & partir des variables de conditionnement, ne
doit pas étre trop bon. Dans le cas extréme ot on expliquerait parfaitement le traitement,
les densités du score conditionnellement au traitement seraient toutes deux des masses de
Dirac, I'une en zéro pour les individus non traités, I’autre en 1 pour les individus traités.
Les supports seraient alors disjoints et aucun appariement ne serait possible.

Pour bien comprendre cette condition importante du score, il faut garder présente a
I’esprit I'idée initiale de Rubin : conditionnellement & un ensemble de variables explicatives
x (ou le score), on se trouve dans le cas d'une expérience controlée, c’est a dire dans laquelle
on dispose d’individus traités et non traités qui sont affectés aléatoirement & chacun de
ces groupes. Il faut dans chaque cellule dans laquelle on se trouve dans des conditions
d’expérience qu’il y ait un fort aléa sur 'affectation au traitement. La persistance de cette
composante aléatoire de I'affectation au traitement conditionnellement & des observables
est ainsi essentielle dans la procédure d’appariement.

Remarque Il peut étre utile d’utiliser des restrictions a priori. Les modéles précédents
sont en effet purement statistiques. Fréquemment on a une idée de modélisation de la
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variable d’output & partir d’un ensemble de variables explicatives.
Yo =103 + ug avec r L ug

Le probléme d’endogénéité provient alors du fait que la variable de traitement est corrélée a
la perturbation conditionnellement a r. On peut supposer que la propriété d’indépendance
est vraie lorsque 'on adjoint un ensemble de variables z a r.

ug L T|r, z

On fait Uhypothése r L T' |z, ce qui revient & supposer P (T =1|r,z) = P(T' =1|z) =
P (z). En outre on étend la condition d’indépendance : r 1 ug a r L ug|z. Dans ces
conditions on a le résultat suivant

E(yo [T,r, P (2)) =106+ h(P(2))

En effet
Eo|T,r,P(2))=rB+ E (uy|T,r,P(2))

Commewuy L T |r,z on a en raison de la propriété de Rubin et Rosenbaumug L T |P (T =1|r,z).
et P(T=1|r,z)=P(T'=1|z). On a donc :

uy L T|P(2),r
d’on
E(uo |T,r,P(2)) = E(uo|r,P(2)) = E(uo|P(2))

ot la derniére égalité provient du fait que r L ug|z. On peut donc transposer tous les
estimateurs précédents au cas présent. On peut en particulier procéder comme suit. On
estime d’abord le paramétre 3. Pour cela on remarque que comme :

EW|T=0,mP(z))=rB+h(P(z))

on a

E(y|T=0,P(2)) = E(r[T=0,P(2))5+h(P(2))
En prenant la différence des deux équations, on en déduit :
E(y—E@W|T=0,P(2)|T=0,rP(2))=—-EFT=0P())0
Dont on déduit que
E(y-EW|T=0,P(2)|T=0,r)=(—E([T=0,P(2)))8

Ce qui signifie qu’on peul estimer (3 en régressant simplement les résidus des régressions
non paramétriques y — E (y|T =0,P (2)) et r — E(r|T =0,P(z)) l'un sur l'autre. La
fonction h peut alors étre estimée a partir y — r(3. En effet :

E(y—rB|T=0,rP(2)) =h(P(2)=E(y—-rB|T =0,P(z))
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Le contrefactuel pour un individu traité i de caractéristiques r; et P; est alors

- S ~ Ki(P;— P)
Blyu|T =1, P) = 1B+~ (.—r.) J
VA T. =

=0

et lestimateur de l’effet du traitement est alors

~ 1 .1 N Kp(P;—P)
AT = =Ny —rif— =Y (4 —18) =—=5—
W [r e ) Sy

=0

13.4 Le modéle de sélectivité sur inobservables

L’approche précédente présente des attraits non négligeables. Le premier est qu’elle
est assez naturelle : on compare des individus traités et non traités aussi similaires que
possible. Le second avantage est qu’elle ne nécessite pas la modélisation du comportement
des agents. En revanche, elle présente des limites certaines. Ainsi elle n’est pas toujours
réalisable. L’obtention de la condition d’indépendance peut requérir 'introduction d’un
grand nombre de variables de conditionnement qui ne sont pas toujours accessibles d'une
part et réduisent aussi la pertinence de ’analyse dans la mesure ou les possibilités de
comparaison d’un individu a 'autre se réduisent lorsque ’on explique de mieux en mieux
Paffectation au traitement, i.e. lorsque croit le nombre de variables de conditionnement.
Enfin et surtout, les méthodes d’appariement sur observables présentent un caractére
mécanique qui fait reposer I’évaluation sur une propriété purement statistique, en pratique
difficile a justifier & partir du comportement des agents. Dans une certaine mesure 'intérét
que présente le fait de ne pas modéliser les comportements comporte aussi un revers qui
est celui de conduire a des évaluations dont les fondements peuvent paraitre peu étayés.
Il peut étre préférable de modéliser les output potentiel et la décision de participation de
facon jointe. On parvient alors au modéle de sélectivité sur inobservable. On I’écrit sous
la forme suivante. Les deux outputs potentiels y;et yo sont modélisés sous la forme :

1 = a1 +rf+u
Yo = ao+7r8y+up

On modélise également ’affectation au traitement par le biais d’une variable latente, 7™ :

T = zc+vwv
T = 1<==T">0

T* peut représenter par exemple le gain net du cotit du traitement c(z,n) +v : T* =
Y1 — Y _0(277]) -v
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La principale hypothése identifiante effectuée consiste a supposer I'indépendance entre
les variables de conditionnement et les éléments inobservés.

(u1,ug,v) L (z,2)

Definition Le modéle de sélectivité sur inobservable est défini par la modélisation jointe
des outputs potentiels et de ’affectation au traitement

1 = a1 +rf;+u
Yo ao + 18y + uo
T = 1< zc+v>0

avec en outre [’hypothése d’indépendance
(uy, ug,v) L (1, 2)

Remarque Ces hypothése sont trés différentes de celle du modéle de sélectivité sur ob-
servables. Dans le modéle de sélectivité sur observables, on faisait I’hypothése que la cor-
rélation entre la variable de traitement T et les éléments inobservés ug pouvait étre élimi-
née par en introduisant des variables de conditionnement supplémentaires. Ces variables
étaient par définition des variables affectant o la fois le traitement et la perturbation.
L’hypothése est ici diamétralement opposée dans la mesure ou elle consiste a dire qu’a
linverse il existe une variable z affectant le traitement mais pas les éléments inobservés.
Elle est donc trés proche d’une variable instrumentale, alors que dans l’approche précé-
dente il s’agissait de variable de controle.

Dans cette approche, le score P (T = 1|r, z) est encore amené a joué un role central.
Sous les hypothéses effectuées le score ne dépend que des variables z. En effet

P(T=1|r,z)=P(zc+v>0|r,z) =P(zc+v>0]|z) = P(2)

Toutefois, ces hypothéses ne sont pas suffisantes pour assurer l'identification des para-
meétres d'intérét et il existe en fait une différence importante avec les variables instrumen-
tales, sur laquelle on reviendra plus tard. Les parameétres d’intérét sont définis par :

AMTE S — E(y1 —vo) = E (a1 —ag+ 71 (81 — Bo))
AT = By —w|T=1)=E(@y — (g +718y +ug)|[T=1)

13.4.1 Expression des paramétres d’intérét dans le cas général

Proposition Dans le cas du modéle de sélectivité sur inobservables, si les fonctions
de répartition de v est strictement croissante, il existe deux fonctions Ko (P (zc)) et
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K (P (zc)) telles que

E(y|T=0,r2) = ag+rBy+ Ko (P (z¢c))
E(y1|T:1,’f‘,2) = Oél"‘rﬁl_’_Kl(P(zc))

Les parameétres d’intérét sont alors définis par

AT = F (y — (ao + 76y — 1_—};@1(0 (P (zc))> ‘ T = 1>
AMTE = E(on —ag+7 (8, — By))

ot
P(ze)=P(T=1]|r,z)

Démonstration La forme des fonctions retenues est une application directe du modéle
de sélection sur inobservables vu précédemment. Pour ce qui concerne le paramétre ATT
lidentification porte donc essentiellement sur output potentiel yo. Les données sur cet
output concernent les individus pour lesquels T'=10. On a :

E(y|T =0,r2)=ag+718y+ E(ug|T =0,7,2) = apg + rBy + Ko (P (2¢))
et on souhaite identifier
Ew|T=1rz)=0a+rBy+E(u|T=1,r2)
Les quantités E (ug |T = 0,r,2) et E (ug|T = 1,r,2) sont liées par :
0=FE(ug|r,z) =FE(u|T =0,r,2)(1 = P(z¢))+ E(uo|T =1,7,2) P(zc)

d’on
(1= P(z0))

E(u|T=1,rz2)=— P o)

Ko (P (zc))

En toute généralité on ne peut donner la forme des fonctions Ky et K;. Elle font en
effet intervenir la loi jointe des élément (ug,v) et (uy,v). Ceci est a l'origine d’un pro-
bleme important pour ’estimation puisque comme les expressions précédentes le montrent
clairement, il est nécessaire de pouvoir séparer les fonctions K des constantes a.

On va voir d’abord comment il est possible de résoudre ce probléme en spécifiant la loi
jointes des observations. Puis on examinera le cas dans lequel on ne fait pas d’hypothése et
on verra qu’il faut des conditions particuliéres et au total assez restrictives pour identifier
chacun des deux parametres d’intérét.
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13.4.2 Le cas Normal

La spécification de la loi jointe des observations comme des lois normales permet
d’identifier aisément le modele. On peut soit recourir & la méthode du maximum de
vraisemblance soit recourir & une méthode en deux étapes due a l'origine & Heckman,
basée sur les résultats précédents. C’est cette derniére méthode que l'on présente car
elle est d’un emploi plus facile et est directement liée & la présentation précédente. Elle
présente en outre un degrés de généralité légerement supérieure. On reprend le modeéle
d’outputs potentiels précédents :

1 = a1 +rB;+u
Yo = ao+7r8y+up

avec la régle d’affectation au traitement basée sur la variable latente, T :

T = zc+w
T = 1<=T">0
Outre I’hypothese d’indépendance déja évoquée, on fait 'hypothése que les deux couples

(uo,v) et (uq,v) suivent une loi normale.
Les résultats précédents permettent d’écrire que :

E(yl|r,2,T=0) = ag+rf,— ,0000% (zc)
E(y|r,z,T=1) = a;+rf + ,0101% (zc)
Par rapport aux expressions obtenues dans le cas général
E(y|T =0,r,2) =0+ 1By + Ko (P (2¢))

et compte tenu du fait que P (zc) = ®(z¢), on voit que le fait de spécifier la loi des
observations comme une loi normale revient & imposer que les fonctions Ky (P (zc)) et
K, (P (zc)) ont pour expressions :

¢o 7 (P (20))

1— P (zc)
¢o &7 (P (2¢))
P (zc)

Ko (P (2¢)) = —pyoo

Ko(P(2) = poa
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Elle ne dépend donc que d'un parametre supplémentaire p,0¢. Les parameétres d’intérét
ATT et AATE ont alors pour expressions :

AT = F (y - (ao + 718y — 1;—32)1{0 (P (zc))> ‘ T = 1>

O

)

= F (y - (Oéo + 1By + Poaog (ZE)>

= E(ar—ao+7(B =)

AATE

Mise en oeuvre :

1.

Estimation du modeéle probit associé au traitement et détermination des variables

de biais % (zc) et % (zc)

Estimation des régressions sur chacune des populations traitées et non traitées :
identification des parameétres ay, ag, 31, B, et des parameétres p;o,, €t pyouo-

Estimation des parameétres d’intérét

R 1 R ~ O,
ATT = EZ (yz — (040 + 7B + /)0006 (Zz0)>)

di=1
AATE %Z (&1 — Qo + 74 (B1 - Bo))

Calcul des écarts-type, on doit prendre en compte le fait que le parameétres du
modele Probit a été estimé dans une premiére étape.

13.4.3 Des extensions paramétriques simples

Comme dans le cas du modeéle de sélection du chapitre précédent, on peut étendre
d’abord les résultats obtenus avec la loi normale & des familles de lois plus générales.

Loi quelconque donnée pour le résidu de I’équation de sélection.

On a vu dans le chapitre précédent que le modele de sélection pouvait étre facilement
étendu en considérant une loi quelconque pour I'équation de sélection. Elle donne alors
lieu & une probabilité de sélection notée P (z)

po® 1P (2)

E(y|l =1,z,2)=xb+ po, PO
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Ce résultats se transposent directement au cas du modeéle causal. Les équations des outputs
potentiels sont :

P(T=1|z) = P(z)

o ®d 1P (2
E(yl|T=0,rz2) = ozo+7‘ﬁo—0000¢1_—]3(z<))
od 1P (2
E(yl |T:1,7’72> = O[1+T61+p101¢ P<Z) ( )

Les parameétres d’intérét ont alors pour expression :

57 = (- (w2 PO )

ATE — (1 —ap+71(8; — Bo))

Des lois plus générales que la loi normale

On peut considérer le modele de sélection précédent en faisant I’hypothése que les
éléments inobservés ont pour loi jointe une loi de Student de degrés 7 et non pas une loi
normale. On a vu dans le chapitre précédent que ceci conduisait a la spécification suivante
pour I'équation d’output :

n+ G, (P(2))" gyo G, (P(2))
n—1 P(z)

E(yld=1,z,2)=2b+ po
La aussi les résultats se transposent directement au cas du modeéle causal. Les équations

des outputs potentiels sont :

P(T=1lz) = P(2)
N+ G, (P(2)) gy 0 G, (P(2))

E(?JO’TZOJ‘,Z) = ag+rBy— pyoo

-1 1—-P(2)
G (P 20 0o G-1(P
E|T=1rz2) = a1+7“51+010177+ ”_(1(2)) In ]Z(z() (2))

Les parametres d’intérét ont alors pour expression :

n+ Gy (P(2))" gyo Gyt (P(2))
n—1 P(z)

AT = F (y— (ao + 18 + pooo

AYTE = E(aq —ag+r (8, — By))

-)

On dispose ainsi d’'un ensemble trés vaste de possibilités d’estimation des paramétres
correspondant & différentes hypothéses sur la loi des perturbations. Ces choix reviennent
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tous a introduire des termes différents dans les équations des outputs potentiels. Ils ont
des conséquences importantes sur I'estimation des paramétres d’intérét. Il est en outre
difficile de réaliser des tests permettant d’examiner quelle spécification est préférable dans
la mesure ou les hypothéses ne sont pas emboitées. On peut donc souhaiter estimer ces
modeles sans avoir recours a la spécification de la loi jointe des perturbations.

13.4.4 Le modéle de sélection semi paramétrique.

On reprend le modele de sélectivité sur inobservables :

1 = o1 +rf;+u
Yo = ao+7r8y+up

avec la modélisation de 'affectation au traitement :

T = zc+vw
T = 1<=T">0

on suppose comme précédemment I'indépendance entre les variables de conditionnement
et les éléments inobservés.

(ug,ug,v) L (x,z2)

On a vu qu’en I'absence d’hypothéses sur la loi jointe des perturbations, les équations
des outputs potentiels prenaient la forme :

E(y|T =0,r2) = ay+rfBy+ Ko(P(2))
Ewn|T=1rz) = a+rf,+ K (P(2))

avec Kj et K7 des fonctions non spécifiées. Les parameétres d’intérét s’écrivent simplement
comme :

AT = B <y — (ao + 78y — lpifng)KO (P (z))) ‘ T = 1)
AMTE = E(ay—ay+7 (B — By))

La difficulté de I'estimation est double. D’une part il est nécessaire d’estimer les para-
meétres « et § en laissant la fonction K non spécifiée. En deuxiéme lieu il faut estimer la
fonction K elle méme. On procéde en plusieurs étapes. Dans un premier temps, on estime
le parameétre §. Dans un deuxiéme temps, on estime la fonction G = a + K. Enfin dans
un dernier temps on sépare o de K.
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Identification des paramétres 3

Pour les parameétres 3, et 3;, on applique la méthode d’estimation de Robinson vue
dans le chapitre précédent. Ceci consiste & prendre rappelons comme dans le théoréme de
Frish-Waugh, I’écart des variables y et r a leur espérance conditionnellement au score (la
différence avec le théoréme de Frish-Waugh est qu’il ne s’agit plus d’une simple projection
linéaire). Il suffit ensuite de régresser le résidus obtenu pour y sur ceux obtenus pour les
variables 7.

Identification des constantes et des termes de biais de sélectivité K, et K;.

Dans un premier temps on identifie les quantités Ko (P (2)) = ao+ Ko (P (2)) et
K, (P(z)) = au+ K; (P(z)). Pour cela on forme le résidu vy = y — rf3, et on utilise le
fait que

E(v|T=0,P(2)) = E(y—rB, [T =0,P(2)) = ao + Ko (P (2)) = Ko (P (2))

la régression non paramétrique du résidu sur le score fournit un estimateur de K,. Par
exemple pour une valeur donnée de py de P (z) on estime :

> K (P (ZJ) — Po) Vos

Ko(m) = =5 =)

j€lo

~

Pour identifier les constantes p.e. aq il est nécessaire de disposer de valeurs de P (z) telle
que Ky (P (z)) =0.
Il existe une possibilité d’identification naturelle. On a les relations :

En effet, on utilise le fait que E (ug|z) = 0 et E (uy|z) = 0. Pour la fonction Ky par
exemple, on a

E(uylz)=0=FE(uo|lz,T=1)P(2)+ E(ug|z,T=0)(1—P(2))
et la fonction K, est définie par :

Ko (P(2)) =FE(ulz, T =0)

On a donc :

E(uo|z , T'=1)P(2) + Ko (P(2))(1—P(2)) =0
On a donc bien K (0) =0 :
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Une fagon de tirer parti de ces restrictions est de considérer la moyenne des”résidus”
y — rfB, pour les individus non traités ayant une faible probabilité d’étre traité. Plus

précisément, un estimateur de la constante ag pourrait étre :

S (= i) (1= 1)1 (2 < )

e S (B P E Y prpey

Qg =
7

ol v, est une suite tendant vers —oo.

Remarque Ces hypothéses permettent d’identifier ”a Uinfini” la constante oy, et donc
la fonction K (+) . Il est possible d’identifier ainsi E (yo) et E (yo |T =1). Ces hypothéses
suffisent donc pour identifier A. On peut remarquer que dans ce cas la détermination du
paramétre d’intérét fait intervenir la détermination de la fonction Ky en chaque point du
support du score pour les individus traités. La forme finale de l’estimateur est ainsi

ATT _ LZ N —T'B N 1—P(z) ng:OKh (P () = P (%)) (?Jj_rjﬁo) -

=1 A 1) 5K (P(5) — P (a) 0

- LZ 0 — 1B + 1 - P(x) jgoKh (P(z) = P(=) Gﬁ_rﬂﬂ“)
N [P T PE) T TP =K (P (5]~ Pe0)

Dans ce cas il est possible d’identifier la constante «; et donc la fonction K;. On peut
sous ’ensemble de ces hypothéses identifier le parametre E (y;) et donc effet moyen du

traitement qui sera simplement défini comme

AATE — %Z [al — Qg + 1 <E1 - Eo)}

En pratique la probabilité de recevoir le traitement est souvent concentrée vers des valeurs
faibles. Si les hypothéses sur les queues de distribution, concernant 1’identification de ay
sont vraisemblables, il n’en est pas de méme de celles concernant 'identification de a;.
Il est donc vraisemblable qu’en général l'identification de 'effet moyen du traitement

échappe a ce type d’approche.




